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Résumé

Le théoréme de Mordell-Weil affirme que, pour toute variété abélienne définie sur un
corps de nombres, le groupe des points K-rationnels est de type fini. Plus exactement, ce
groupe peut étre vu comme le produit d’un groupe libre et d’un sous-groupe fini de points
de torsion définis sur K.

Il est naturel de se demander si I'on peut obtenir une borne uniforme pour le cardinal
du sous-groupe fini des points de torsion définis sur une extension finie de K, dépendant
uniquement du degré de cette extension, lorsque la variété abélienne varie. Pour ce qui
est des courbes elliptiques définies sur un corps de nombres, Merel a prouvé en 1994 que
I’'on peut obtenir une borne uniforme en utilisant des méthodes développées par Mazur,
Kenku-Momose et Kamienny.

Cependant, il est aussi naturel de se demander si 'on peut obtenir une borne de ce
cardinal, qui dépend uniquement du degré de cette extension, lorsque I'extension varie et
la variété abélienne est fixée. Concernant cette derniére question Hindry et Ratazzi ont
énoncé plusieurs résultats concernant certaines classes de variétés abéliennes.

L’objectif de cette thése, sera de présenter des nouveaux résultats dans cette direc-
tion. On se concentrera sur la classe de variétés abéliennes de type III pleinement de type
Lefschetz, c’est-a-dire, telles que leur groupe de Mumford-Tate soit le groupe des simili-
tudes orthogonales qui commutent avec les endomorphismes et telles qu’elles vérifient la
conjecture de Mumford-Tate. On démontre des nouveaux résultats concernant la conjec-
ture de Mumford-Tate. En particulier, on fournit une liste de variétés abéliennes dont on

sait prouver qu’elles sont pleinement de type Lefschetz.

Mots-clés

Variétés abéliennes, représentations galoisiennes, conjecture de Mumford-Tate.
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Abstract

Mordell-Weil’s theorem states that, for an abelian variety defined over a number field
K the group of K-rational points is finitely generated. More precisely, it can be seen as a
product of a free group by a finite subgroup of torsion points over K.

One can wonder if we can get an uniform bound for the order of the subgroup of torsion
points over a finite extension L over K, depending on the degree of this extension and the
dimension of the abelian variety, when the abelian variety varies in a certain class. For
elliptic curves defined over a number field K, Merel proved in 1994 that we can get a
uniform bound using methods developed by Mazur, Kenku-Momose and Kamienny.

A complementary question would be to ask if we can get a bound for the order of the
subgroup of torsion points over a finite extension L over K, depending on the degree of
this extension and the dimension of the abelian variety, when L varies over all the finite
extensions of K and the abelian variety is fixed. This question had been already answered
by Hindry and Ratazzi for certain classes of abelian variety.

This thesis will focus on this last question and will extend the previous results. We
are going to present some new results concerning the class of abelian variety of type III in
Albert’s classification and “fully of Lefschetz type” (i.e. whose Mumford-Tate group is the
group of symplectic or orthogonal similitudes commuting with endomorphisms and which
satisfy the Mumford-Tate conjecture). We also show some new results in the direction of
the Mumford-Tate conjecture. Moreover, we present a list of abelian varieties which, we

know, are fully of Lefschetz type.

Keywords

Abelian varieties, Galois representations, Mumford-Tate. conjecture.
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Notations

Introduisons & présent quelques notation utilisées tout au long de cette thése.

K un corps de nombres,

A une variété abélienne définie sur K,

g=dimA,

h = dim;q A, la dimension relative de A, voir définition 1.1.7,
¢ : A — AV une polarisation de A de degré deg ¢.

¢ un nombre premier,
Ty(A) = Jm A[¢™], le module de Tate ¢-adique,
Vie(A) = Ty(A) @z, Qe

D =End°(A) = Endz(A) ®7 Q,
E = Z(D), le centre de I'algébre D,
[E:Q] =e,

OF l'anneau des entiers de E.

Ey = FE ®q Qy,
Og, = O ®z Zy,
OEZ = H)\‘g Ox,
Ep =11 Ex

Te(A) =ITne Tx,
T =Te(A) ®0op, Ox,
Ve(A) =TI Vas
Vi = Vz(A) ®OE4 FE.

H C A[~],
G(H), le stabilisateur de H.
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NOTATIONS

MT(A), le groupe de Mumford-Tate de A,
Hg(A), le groupe de Hodge de A.

Dans le cas ot A est simple de type II ou III

S = {{, ¢ramifié¢ dans O ou ¢|degpou D est non décomposé en A|¢}

Soit ¢ ¢ S, alors il existe des sous-modules T et des sous-espaces vectoriels V) tels que
Ta=Tr® Ty,

V=V, V,.

Dans le cas ou A est de type I, on a
7?\ = T/\7
V= V.
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Introduction

Le théoréme de Mordell-Weil affirme que, pour toute variété abélienne A définie sur un

corps de nombres K, le groupe des points K-rationnels est de type fini, c’est-a-dire,
A(K) = A(K)tors X Z",

en particulier le groupe des points de torsion A(K )iops €st un sous-groupe fini.
On s’intéresse alors au cardinal de ce groupe. Il y a naturellement deux approches pour

cela :

1. La premiére approche connue sous le nom de “Conjecture de la Borne Uniforme”
est la suivante : on voudrait savoir si 'on peut obtenir une borne uniforme pour
|A(L)tors|, dépendant uniquement du degré [L : K], lorsque la variété abélienne A
varie. Pour ce qui est des courbes elliptiques définies sur un corps de nombres K,
Merel a prouvé en 1994 que l'on peut obtenir une borne uniforme en utilisant des
méthodes développés par Mazur en 1978, Kenku-Momose en 1988 et Kammienny en
1992. En 2012, Cadoret et Tamagawa ont prouvé qu’il existe une borne uniforme,

pour la torsion /-primaire, dans une famille de variétés abéliennes de dimension 1,

2. La deuxiéme approche consiste a fixer la variété abélienne A et & se demander si
I'on peut obtenir une borne de |A(L)iors| qui dépend uniquement du degré [L : K],
lorsque l'extension L/K varie. Un des premiers résultats dans cette direction est da
a Masser en 1986.

Dans le but d’obtenir une meilleur borne de |A(L)tos|, lorsque 'extension finie L/K
varie, Hindry et Ratazzi ont énoncé une suite de résultats concernant certaines classes de
variétés abéliennes (voir | I, | | et | D).

Le corps de cette thése présentera des nouveaux résultats qui étendent ceux de Hindry et
Ratazzi. En effet, on présentera des nouveaux théorémes concernant la classe des variétés
abéliennes qui sont isogénes a un produit de variétés abéliennes simples de type I, II
ou III (selon la classification d’Albert) et telles que chaque variété abélienne simple soit
pleinement de type Lefschetz, c’est-d-dire, telles que la conjecture de Mumford-Tate est

vérifiée pour chaque variété abélienne et le groupe de Hodge est le plus grand possible pour
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INTRODUCTION

une certaine structure de ’algébre d’endomorphismes (voir définition 3.1.2 au chapitre 3).

Enoncgons & présent quelques résultats déja connus dans cette derniére direction. Soit
A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, et soit L une extension finie de
K. On voudrait pouvoir donner une borne supérieure du cardinal du groupe fini A(L)ors-

Masser a déja établi une borne polynomiale en le degré du corps de nombres L, voir

[ | :

Théoréme 0.0.1 (Masser ‘86). Soit A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres K et de dimension g. Il existe une constante ¢, qui ne dépend que de A et de

[K : Q, telle que, pour toute extension finie L/K, on a
|A(L)tors| < c([L : Q] log[L : Q])*.

Hindry et Ratazzi ont ultérieurement obtenu un meilleur exposant que celui de Masser.

Pour cela ils ont introduit les invariants y(A) et a(A) suivants :

Définition 0.0.1. L’invariant v(A) est défini comme suit :
v(A) = inf{x > 0|VL/K finie, |A(L)iors| < [L: K|},

ot la notation < signifie qu’il existe une constante Cy (ne dépendant que de la variété
abélienne A) telle que |A(L)tors| < Cy[L @ KJ*.

En particulier, v(A) est 'exposant optimal : c’est-a-dire, la valeur minimale telle que,

pour tout € positif, on ait pour toute extension finie L/K
|A(L)ors| < [L : KPP e,

Soit £ un nombre premier, on voudrait également pouvoir borner le cardinal d’un sous-

groupe quelconque de A[¢*°]. Pour cela, on introduit I'invariant a(A) suivant :

Définition 0.0.2. L’invariant o«(A), qui dépend du nombre premier £, est défini comme
suit :
a(A) =sup{z > 0|VH C A[(*], [K(H) : K] > |H|"},

ot la notation < signifie qu’il existe une constante C! (ne dépendant que de la variété
abélienne A) telle que [K(H) : K| > CL|H|*.

En particulier, Uinvariant «(A) est I’exposant optimal : ¢’est-a-dire, la valeur maximale

telle que, pour tout e positif, on ait pour tout sous-groupe fini H C A[¢*]
|H|*W = « [K(H) : K.
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INTRODUCTION

Plus explicitement y(A) = fA)? ainsi on a l’équivalence suivante pour tout € positif :

|H*W“ < [K(H): K] <= |H|<|K(H): KWt

Cette derniére équivalence nous permet de déterminer I'invariant y(A) en fonction des

sous-groupes de A[(>] :

v(A) = inf{z > 0| VH C A[(>®), |H| < [K(H) : K]},

Un corollaire du théoréme 0.0.1 de Masser est le suivant :

Corollaire 0.0.1 (Masser ‘86). Soit A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres K de dimension g. Soit P un point de torsion d’ordre m, il existe une constante

c telle que pour tout € > 0 on a :
1

ms < [K(P): K].

Citons a présent quelques résultats concernant 'invariant y(A). Une reformulation du

théoréme de Masser, cité plus haut, est la suivante :

Théoréme 0.0.2 (Masser ‘86). Soit A une variété abélienne définie sur un corps de

nombres K et de dimension g. Alors
V(A4) <g.
Remarque. La borne donnée par Masser n’est optimale que dans le cas des courbes ellip-

tiques de type CM.

Afin de fournir une borne optimale, Ratazzi a donné une minoration en fonction du
groupe de Mumford-Tate de la variété abélienne A noté MT(A). Rappelons que le groupe
de Mumford-Tate MT(A) est un sous-groupe algébrique de HL(A(C), Q), plus de détails
concernant ce groupe ainsi qu'un définition formelle seront donnés au chapitre 1. Rappelons

que le groupe de Mumford—Tate et le groupe de Hodge sont reliés par la relation suivante :
MT(A) = G, - Hg(A),

ou le groupe G,, est le tore des homothéties et ce dernier produit n’est pas un produit

direct.
Théoréme 0.0.3. (/ , Théoréme 1.4]) Soit A une variété abélienne simple, alors
2dim A
< ~(A).
dmyT(a) = 7
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INTRODUCTION

En particulier dans ce méme article, Ratazzi donne, dans le cas des variétés abéliennes
de type CM, une formule exacte pour l’exposant v(A) en fonction des caractéres du groupe
de Mumford-Tate MT(A) (voir | , Théoréme 1.10]).

Quelques mois plus tard, Hindry et Ratazzi se sont intéressés au cas des variétés abé-
liennes isogénes & un produit de courbes elliptiques : ils ont également donné une formule
exacte pour l'invariant y(A) (voir | , Théoréme 1.6]).

En 2010, les mémes auteurs ont donné une formule explicite pour l'invariant v(A) dans
le cas ou la variété abélienne A est isogéne & un produit de variétés abéliennes simples
de type GSp, c’est-a-dire, des variétés abéliennes simples dont le groupe de Mumford-
Tate est isogéne au groupe des similitudes symplectiques et qui vérifient la conjecture de
Mumford-Tate (voir | , Théoréme 1.6]). Un état de art concernant la conjecture de
Mumford-Tate sera fait a la fin du chapitre 1.

Dans ce dernier article, Hindry et Ratazzi ont conjecturé 1’énoncé général suivant :

Conjecture 0.0.1. (/ , Congecture 1.1]) Soit A une variété abélienne isogéne a un

produit de variétés abéliennes H;-izl A ou les A; sont simples et non isogénes 2 a 2. Alors

2§:ielvzidinlz4i
= max &
p£1c{1,..n} dimMT(A)

7(A)

Cette derniére conjecture a été vérifiée dans le cas des variétés abéliennes de type I et

IT pleinement de type Lefschetz, comme Daffirme le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.4. (/ , Théoréme 1.6])
Soit A une variété abélienne géométriquement simple de type I ou Il définie sur un

corps de mombres, dont le centre de l’algébre d’endomorphismes est un corps de nombres
totalement réel E de degré e = [E : Q]. Soit End°(A) = End(4) ® Q, posons d :=

V[End®°(A) : E]. On suppose que A est pleinement de type Lefschetz; on a alors

(4) = 2dhe _ 2dimA
T T T 2eh? + he  dim MT(A)

L’entier h introduit dans le théoréme précédent est la dimension relative de la variété

abélienne A, définie comme suit :

Définition 0.0.3. Soit A une variété abélienne de dimension g, on définit la dimension
relative comme étant entier :

g type 1
e

b= dimey X = 4 2 type IT et I1I

3 type 1V

d2€0
ot E = Z(End°(A)), e=[F :Q)], d*> = [End°(A) : E] et eq = [Ey : Q| (voir chapitre 1).
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Un théoréme analogue a ce dernier, concernant les variétés abéliennes isogénes & un
produit de variétés abéliennes de type I ou II, a aussi été démontré par Hindry et Ratazzi
(voir | , Théoréme 1.14]).

Les résultats de ma these font suite au théoréme 0.0.4 qui n’a pas encore été écrit. Plus
particuliérement, dans le chapitre 4 on prouve la conjecture 0.0.1 dans le cas des variétés
abéliennes de type III pleinement de type Lefschetz.

Récemment, Zywina a prouvé cette conjecture dans le cas ou la variété abélienne vérifie
la conjecture de Mumford-Tate (voir | , Theorem 1.1]). Ce résultat, prouvé indépen-
damment, est plus général. Remarquons cependant que notre méthode est plus précise
notamment, elle donne des renseignements sur la dimension des stabilisateurs. De méme,
cette technique nous permet de déterminer une minoration du degré de ’extension en-
gendrée par un point de torsion, voir théoréme 0.0.6. Finalement, si Galois est explicite,
c’est-a-dire, max(MT(A)(Z¢) : pe(Gk)) est effectif, alors tout est effectif et explicite.

Dans le chapitre 4, on fournit la preuve du théoréme suivant qui déterminent l'invariant
~v(A) lorsque A est isogéne & un produit de variétés abéliennes simples de type I, II ou III
et pleinement de type Lefschetz [théoréme 0.0.5]. En effet, on exclut le cas de type IV qui

sera traité ultérieurement.

Théoréme 0.0.5. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne
sur K a H?:i A Pour tout i € [1,d] on an; > 1 et on note dim A; = g;. De plus on
suppose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type I, II ou III, pleinement de type
Lefschetz et non K -isogénes deuz a deux. Pour tout sous ensemble non vide I C {1,...,d}
on note Ay := [[;c; Ai. On note e; = [E; : Q] ou E; = Z(End®(A;)), hy = dimye A;. On

pose également

1 si A; de type I, 1 si A; de type I ou I,
' 2 si A; de type II ou III, — 1 si A; de type I
Alors on a :
")/(A) — max { 2 Zie] nzd;ezhz } — max { 2 ZZEI n; dim Ai } .
I\ 1+, ei(2h; 4 nih;) I |1+ dimHg([[;c; A1)

Remarque. La preuve du théoréme 0.0.5 fournit une valeur explicite de I'invariant v(A), a

posteriori on constante que cette valeur correspond au terme de droite de 1’égalité

Ordre d’un point de torsion et degré de ’extension qu’il engendre La stratégie
de notre preuve fournit un corollaire concernant le degré de I’extension engendrée par un

point de torsion. Une preuve détaillée est fournie a la fin du chapitre 4.
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Théoréme 0.0.6. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, géo-
métriquement simple de type 111, de dimension relative h et pleinement de type Lefschetz.
Il existe une constante ¢ := c1(A, K) > 0 telle que, pour tout point de torsion P d’ordre

m dans A(K), on a la minoration suivante :
[K(P): K] 2 ™m?",
ot Uentier w(m) est le nombre de diviseurs premiers distincts de m.

Nouveaux cas de la conjecture de Mumford-Tate Une des hypothéses principales
du théoréme 0.0.5 est le fait que la variété A doit étre pleinement de type Lefschetz : en par-
ticulier, elle doit vérifier la conjecture de Mumford-Tate. Dans ce sens, les deux théorémes
suivant fournissent des exemples de variétés abéliennes pleinement de type Lefschetz.

Le théoréme suivant donne une correction d’un point subtil du | , Theorem 5.11] :

Théoréme 0.0.7. Soit A une variété abélienne simple de dimension g et de type III selon

la classification d’Albert. On suppose que
2m+2

1. la dimension relative h € {2k + 1,k € N} \ {3(3m11),m € N} avec g = 2eh et
e=[E: Q] ou E etle centre de l’algébre d’endomorphismes End°(A) = End 3 (A)®Q.

Alors A est pleinement de type Lefschetz.

Ce théoréme est énoncé dans | | avec ’hypothése h impair, mais il semble qu’il
faille aussi exclure les valeurs de la forme %(g:ﬁ) avec m € N. L’erreur dans | | a
d’abord été observé par Davide Lombardo, on renvoie le lecteur a | |.

Considérons ’ensemble suivant ot 'entier s est supérieur ou égal a 1 :
3/ ::{2(4k+3)sfl’ k> O} L-J{24Ic5717 k> 1}

Uz Jeest ey
U{22871k28, k> 2}U {;(@: j: i>)2s’ k> 0},

On peut ainsi énoncer le théoréme suivant qui généralise les résultats de | | :

Théoréme 0.0.8. Soit A une variété abélienne simple de type III telle que le centre de
End®(A) soit égal a Q. Supposons que la dimension relative h n’appartient pas a l’ensemble
Y. Alors, la variété abélienne est pleinement de type Lefschetz. En particulier, A vérifie la

congecture de Mumford-Tate.

Grace aux deux théorémes précédents et a des résultats de Ichikawa et de Lombardo
(voir théoréme 4.2.1 au chapitre 4) on démontre que un produit de variétés abéliennes

simples de type I, II ou III pleinement de type Lefschetz est aussi pleinement de type
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Lefschetz. On peut énoncer les corollaires suivants qui donnent une estimation plus précise

sur la dimension relative :

Corollaire 0.0.2. Soit E un corps de nombres totalement réel de degré e = [E : Q]. Soit
A une variété abélienne définie sur un corps de nombres, telle que A est géométriquement
simple de type 111 et le centre de son algébre d’endomorphismes est EE. On suppose de plus
que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

1. La dimension relative h appartient & Uensemble {2k + 1,k € N} \ {3 (g:ﬁ),m € N}.

2. On ae=1 et la dimension relative h n’appartient pas au sous-ensemble X' .

Alors A est pleinement de type Lefschetz et en particulier

(4) = 2dhe B 2dim A
T T T ek — k)~ dim Hg(A) + 1

Remarque. Dans le premier cas du corollaire précédent on est en train d’exclure les entiers
h impairs suivants : 3, 35, 6435 (lorsque h < 10°). Dans le cas ott A est une variété abélienne
simple de type III telle que £ = Q le corollaire précédent exclut les 21 valeurs possibles

pour g = 2h < 103 suivantes :
/§103 ={4,6,8,16, 36,64, 70,100, 128, 144, 196, 216, 256, 324, 400, 484, 512, 576, 676, 784,900} .

Lorsque g < 105 Pensemble ¥’ est de cardinal 513.

On peut étendre ce résultat au cas d’une variété abélienne géométriquement isogéne a

un produit de variétés abéliennes de type I, II ou III.

Corollaire 0.0.3. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne
sur K a H?:i A, Pour tout i € [1,d] on an; > 1 et on note dim A; = g;. De plus on
suppose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type I, II ou III et non K -isogénes

deux a deuzx. On suppose de plus que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

1. Les dimensions relatives h; est impair ou égale 6 2 lorsque la variété abélienne A; est
2m+2

de type I ou I et by ¢ {2k + 1,k € N}\ {2 (5s1), m € N} lorsque A; est de type I1I.

2. Onae; =1 (i.e. E; = Q) et h; n'appartient pas au sous-ensemble 3 lorsque A; de
type I ou II et h; n’appartient pas au sous-ensemble X' lorsque A; est de type III.

Alors A est pleinement de type Lefschetz et en particulier, avec les notations du théo-

réeme 4.2.3, on a :

v(A) = max

{ 2> icrnidieih; } { 2 iernidim A; }
= max )
L+ e ei(2h? + nih;) I 1+ dimHg(JT;c; Ai)

Remarque. L’ensemble ¥ est défini comme suit :

2
Pi={g= 1,3 >33 > 1,g=2k_1ak}U{gZ1;%23’29: <:>}
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Présentons a présent une stratégie de la preuve du théoréme 0.0.5. Revenons & présent
a la définition de 'invariant v(A) :
v(A) = inf{x > 0|VL/Kfinie, |A(L)tors| < [L : K]*}.

Un des résultats crucial est le critére d’indépendance de Serre, on renvoie le lecteur au
théoréme 3.1.2. Ce dernier critére nous permet de focaliser notre attention sur les sous-
groupes finis de A[¢*°] pour tout nombre premier ¢. En effet, pour toute extension finie L

de K on a la proposition suivante :
Proposition 0.0.1. Pour tout sous-groupe Hyors C A(L)tors tel que Hiors = [[, He o1 a

[K(Htors) : K] > H[K(Hg) : K]
L

Ce dernier résultat d’indépendance des représentation f-adiques nous permet de nous
ramener au cas des sous-groupes finis H de A[¢*°]. On peut ainsi travailler avec la définition

suivante de I'invariant y(A) :

v(A) = inf{z > 0|VH C A[(™], |H| < [K(H) : K]*}.

De cette définition, on déduit pour tout sous-groupe fini H C A[¢(*°] I'équivalence

suivante :

o log, | H|
[H| < [K(H): K'Y = (A) 2 (s

On remarque que la valeur de y(A) est essentiellement déterminée par le cardinal du
sous-groupe H et le degré de l'extension K (H) sur K. Ainsi, la preuve se divise naturelle-
ment en deux étapes : dans un premier temps on détermine ces deux quantités et ensuite,
grace a des méthodes combinatoires, on obtient 'invariant v(A).

Le cardinal du sous-groupe fini H se détermine sans difficultés particuliéres. Cependant,
le degré de l'extension K(H) sur K est plus difficile & déterminer. On peut pour cela
supposer que H est un End(A)-module, en effet, si H = End(A) - H alors K(H) = K(H).
Dans le chapitre 3 on développe la théorie des représentations galoisienne f-adiques qui

nous permet de décomposer ce degré de la fagon suivante :
[K(H) : K] = (Hg(A)(Z) : G(H)) - 6(H),

ot 0(H) mesure en un sens a quel point l'extension K (H) contient 'image de 'accou-
plement de Weil (voir section 3.2) et G(H) est le stabilisateur du sous-groupe H dans
MT(A)(Zg) (voir section 2.1).

L’étape suivante est donc d’expliciter chaque terme. Grace a la propriété dite “propriété
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w1’ (voir section 3.2) on détermine d’abord la valeur de §(H). En utilisant les lemmes de
comptages, développés dans le chapitre 2, on estime ensuite 'indice du stabilisateur G(H)
dans Hg(A)(Zy).

La deuxiéme étape de la preuve utilise des méthodes combinatoires pour déterminer
I'invariant y(A), comme par exemple le | , Lemme 2.7].

Afin d’adapter les méthodes développées dans | | concernant les variétés de type
I et II, on a di surmonter quelques difficultés, notamment 1’étude approfondie du stabi-
lisateur G(H) pour tout sous-groupe fini H C A[¢*°] ainsi que le calcul explicite de la
codimension des différents groupes qui interviennent dans la définition du stabilisateur,
ceci est a 'origine du théoréme 2.1.7. De méme, on a di travailler sur 'uniformité de I’es-
timation #Gyw (Z/("Z) =< IMEW ont W est un Qg-sous espace vectoriel de Vy(A). En
effet, cette estimation était beaucoup plus simple dans | |, dans le sens ou le groupe
Gyw était lisse sur Zy. Dans le cas d’une variété abélienne de type III, on sait, grice a
Lombardo (voir | |) que pour tout nombre premier £ > £, on a la lissité. Cependant
on a dii donner une bonne estimation dans le cas ou ¢ < fy. Dans cette estimation, les
constantes qui interviennent ont le droit de dépendre éventuellement du nombre premier £.
Ce dernier résultat est a 'origine du lemme 2.1.7. Finalement, une des derniéres difficultés
a surmonter était le calcul combinatoire qui bien évidement était différent & celui développé
dans | |.

Dans le premier chapitre, on introduit certains préliminaires assez généraux, ainsi
qu’une bréve description des conjectures de Hodge, Tate et Mumford-Tate pour les va-
riétés abéliennes. On étudie ensuite en détail la structure du stabilisateur G(H) pour tout
sous-groupe H de A[(*°]. On détermine dans le théoréme 2.1.7 la codimension de ces stabi-
lisateurs pour toute variété abélienne de type I, II ou III. Gréce au calcul préalable de cette
codimension, on établit dans le lemme 2.1.7 une estimation de 'indice (Hg(A)(Zy) : G(H))
pour tout nombre premier £. Tout au long du chapitre 3, on développe la théorie des re-
présentations f-adiques et, plus particuliérement, on explique en détail la propriété dite
“propriété p”. Dans le chapitre 4, on fournit la preuve du théoréme [0.0.5]. En effet, on
détermine U'invariant y(A) lorsque A est une variété abélienne simple de type III et pleine-
ment de type Lefschetz et ensuite lorsque A est isogéne & un produit de variétés abéliennes
simples de type III et pleinement de type Lefschetz théoréme. Ces deux étapes nous per-
mettent de prouver le théoréme 0.0.5. A la fin du chapitre 4, on énonce le théoréme 0.0.6
concernant l'ordre d’un point de torsion et le degré de I'extension qu’il engendre. Ce der-
nier résultat est une conséquence de la preuve du théoréme 0.0.5. Enfin, en utilisant des
résultats de Noot, Shimura, Banaszak, Gajda, Krason, et Pink, on démontre des nouveaux
cas ol la conjecture de Mumford-Tate est vérifiée, et plus particuliérement, on établit dans
le chapitre 5 une liste des variétés abéliennes dont on sait prouver qu’elles sont pleinement
de type Lefschetz, voir théoréemes 0.0.7 et 0.0.8 et corollaires 0.0.2 et 0.0.3.
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Introduction (English version)

Mordell-Weil theorem states that, for every abelian variety A defined over a number

field K, the group of K-rational points is finitely generated, more precisely,
A(K) = A(K)tors X Z",

where the group of torsion points A(K )iors is finite.

We are particularly interested in the order of this group. There are two approaches to

do so :

1. The first approach, known as the “uniform boundedness conjecture” is the following :
we would like to know if one can get a uniform bound for |A(L)ies|, which only
depends on the degree [L : K], when the abelian variety A varies. Merel proved, in
1994, that one can obtain uniform bounds for elliptic curves defined over a number
field. He proved this results using some methods developed by Mazur in 1978, Kenku-
Momose in 1988 and Kammienny in 1992. In 2012, Cadoret and Tamagawa proved

that a uniform bound, of the /-primary torsion, exists in a one-dimensional family,
[ |

2. The second approach is obtained by fixing the abelian variety A and wonder if one
can get uniform bounds of |A(L)ers| which only depends on the degree [L : K] when
the finite extension L/K varies. One of the first results known in this direction is due
to Masser in 1986.

Hindry and Ratazzi have given several results in this last direction concerning some
classes of abelian varieties (see | I, | | and | D).

The main of this thesis is to present some new results which generalize the previous
results of Hindry and Ratazzi. We present new results concerning the class of abelian
varieties which are isogenous to a product of simple abelian varieties of type I, II or III
(in the sense of Albert’s classification) and such that each simple abelian variety is fully of
Lefschetz type. This means that Mumford-Tate conjecture holds for each abelian variety
and the Hodge group is the biggest possible given a certain structure of the endomorphism

ring (see definition 3.1.2 chapter 3).
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We are going to present some known results in this last direction. Let A be an abelian
variety defined over a number field K and let L be a finite extension of K. We would like
to give an upper bound of the order of the finite group A(L)tors. Masser had already esta-

blish an upper bound which is polynomial on the degree of the number field L, see | | :

Theorem 0.0.1 (Masser ‘86). Let A be an abelian variety defined over a number field K
of dimension g. There exists a constant ¢, which depends on A and on [K : Q], such that,

for every finite extension L/K, one has

|A(L)tors| < e([L : Q] log[L : Q])?.

Later Hindry and Ratazzi gave a better exponent than Masser. To do so, they defined
the following invariants y(A) and a(A) :

Definition 0.0.1. The invariant v(A) is defined as follows :
v(A) = inf{x > 0|VL/K finite, |A(L)tors| < [L : K|},

where the notation < means that there exists a constant C, (which only depends on the
abelian variety A) such that |A(L)iors| < Cy[L : KI]*.
More precisely v(A) is the optimal exponent : that means that it is the minimal value

such that, for every positive €, one has, for every finite extension L/K
[A(L)tors| < [L 2 KT,

Let £ be a prime number, we would like to give a bound of the order of any subgroup

of A[¢>°]. To do so, we introduce the following invariant «(A) :

Definition 0.0.2. The invariant a(A), which depends on the prime number ¢, is defined
as follows :
a(A) =sup{z > 0|VH C A[¢(>], [K(H) : K| > |H|"},

where the notation < means that there exists a constant C?, (which only depends on the
abelian variety A) such that [K(H) : K| > C.|H|*.
More precisely a(A) is the optimal exponent : that means that it is the maximal value

such that, for every positive €, one has, for every finite subgroup H C A[¢*°]
|H|*W = < [K(H) : K].

In particular one has v(A) = ﬁ, and therefore we have the following equivalence for
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every positive € and every finite subgroup H C A[¢(*>°] :
|H*W“ < [K(H): K] <= |H|<|K(H):K]Wte,

This last equivalence allows us to determine the invariant v(A) in therms of the finite

subgroups of A[¢>°] :

v(A) = inf{z > 0| VH C A[(>®), |H| < [K(H) : K]},

One can state the following corollary that is a consequence of theorem 0.0.1 :

Corollary 0.0.1 (Masser ‘86). Let A be an abelian variety defined over a number field K
of dimension g. Let P be a torsion point of order m, there exists a constant ¢ such that,

for every € > 0, one has :
1

ms © < [K(P): K].

Let us state some results concerning the invariant (A). One can reformulate Masser

theorem, quoted above, in terms of the invariant (A) in the following way :

Theorem 0.0.2 (Masser ‘86). Let A be an abelian variety defined over a number field K

of dimension g. Then
1(4) <g.

Remark Masser’s bound is not an optimal bound, except in the case of CM elliptic curves.

In order to present an optimal bound, Ratazzi gave the following lower bound which
depends on the Mumford-Tate group of the abelian variety A denoted by MT(A). Let us
recall that the Mumford-Tate groupe MT(A) is an algebraic subgroup of HL(A(C),Q), a
precise definition of this group can be found on chapter 1. Let us recall that the Mumford—

Tate group and the Hodge group are related by the following relation :
MT(A) = Gy, - Hg(A),

where the group G,, is the homotheties torus and this last product is not a direct product.

Theorem 0.0.3. (| , Théoréme 1.4|)Let A be a simple abelian variety, then

2dim A

WT(A) < 'Y(A)'

In particular in the same paper, Ratazzi gave, in the case of abelian varieties of CM
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type, an explicit formula for the invariant y(A) in terms of the characters of the Mumford-
Tate group MT(A) (see | , Théoréme 1.10]).

Few months later, Hindry and Ratazzi focused their attention to abelian varieties which
are isogenous to a product of elliptic curves : they equally establish an explicit formula for
the invariant y(A) (see | , Théoréme 1.6]).

In 2010, the same authors gave an explict formula of the invariant v(A) in the case
where the abelian variety A is isogenous to a product of simple abelian varieties of type
G Sp, that means that they are simple abelian varieties such that the Mumford-Tate group
is isogenous to the group of symplectic similitudes and such that Mumford-Tate conjecture
holds for these varieties (see | , Théoréme 1.6]). A state of the art concerning the

Mumford-Tate conjecture is presented at the end of chapter 1.

In this last paper, Hindry and Ratazzi stated the following conjecture :

Conjecture 0.0.1. (| , Conjecture 1.1])Let A be an abelian variety isogenous to a
product of abelian varieties Hle A" where the A; are simple abelian varieties no pairwise

isogenous. Then
2. rn;dim A;
A) = el °™ v
"4 @#Igﬁf.,n} dim MT(A)

This last conjecture holds for abelian varieties of type I and II which are fully of Lef-
schetz type :

Theorem 0.0.4. (| , Théoréme 1.6])

Let A be a simple abelian variety of type I or II defined over a number field, such
that the center of the endomorphism algebra is a totally real number field E of degree
e =[E : Q]. Let End°(A) = End(A) ® Q, and denote d := /[End°(A) : E]. Assume that
A is fully of Lefschetz type; then one has

2dhe 2dim A

YA = g e dim MT(A)’

The integer h introduced below is the relative dimension of the abelian variety A defi-

ned as follows :

Definition 0.0.3. Let A be an abelian variety of dimension g, we define the relative
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dimension as follow :

type I

type IT and I11

9

e
. g
h = dim.q X = %

g
—_ type IV.
Peg BPC

where E = Z(End°(A)), e = [E : Q], d> = [End°(A) : E] and ey = [Ey : Q] (see chapter
1).
Hindry and Ratazzi proved an analogous theorem concerning abelian varieties which

are isogenous to a product of abelian varieties of type I or II (see | , Théoréme 1.14]).

The first new results of this thesis are in the spirit of theorem 0.0.4. More precisely, in
chapter 4 we prove conjecture 1 in the case of abelian varieties of type I1I which are fully
of Lefschetz type.

Recently, Zywina proved this last conjecture in the case of abelian varieties which verify
Mumford-Tate conjecture (see | , Theorem 1.1]). This result, proved independently, is
more general. Nevertheless let us remark that our method is more precise, in the sense that
we give more information about the dimension of the stabilizers. Moreover, our method
allows us to obtain a lower bound for the degree of the field extension generated by a torsion
point, see theorem 0.0.6. Finally, if Galois is explicit, that is, max(MT(A)(Zy) : pe(GKk))
is effective, then everything is effective and explicit.

In chapter 4, we present the proof of the following theorem which give an explicit

determination of the invariant y(A) in the case where A is isogenous to a product of
simple abelian varieties of type I, II or III and fully of Lefschetz type [theorem 0.0.5].
Actually, we are excluding the case of type IV which will be treated ulteriorly.
Theorem 0.0.5. Let A be an abelian variety defined over a number field K isogenous
over K to Hf:i Al For every i € [1,d] we have n; > 1 and we denote g; = dim A;. We
suppose that the abelian varieties A; are simple, of type I, II or III, fully of Lefschetz type
and pairwise non isogenous over K.

For every non empty subset I C {1,...,d} we denote Ay := []..; Ai. Moreover we define

el
e; = [E; : Q] where E; = Z(End®(4;)), h; = dim,¢ A; and
1 if A; is of type I, 1 if A; is of type I or 11,
| 2if A; is of type II or III, | it A; is of type III.

Then one has :

7(4) = max { 2 2ier midieil } — 23 ey ni dim A;

L+ > er ei(%g +nihi) § e { 1+ dim Hg([ [;¢; A1) } '
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Remark. The proof of theorem 0.0.5 gives a explicit value of the invariant vy(A), then we

notice that this value actually correspond to the right hand side of the equality.

Order of a torsion point and degree of the extension generated by this point
As a consequence of the proof of the previous theorems one can state the following result
concerning the degree of the extension generated by a torsion point. At the end of chapter

4 we give a detailed proof.

Theorem 0.0.6. Let A be an abelian variety defined over a number field K, simple of
type III, relative dimension h and fully of Lefschetz type. There exists a constant ¢ :=
c1(A, K) > 0 such that, for every torsion point P of order m in A(K), one has :

[K(P): K] > ™ m2h,

where w(m) denotes the number of distinct prime divisors of m.

New cases of the Mumford-Tate conjecture Let us remark that one of the main
hypothesis of theorem 0.0.5 is that the abelian variety A must be fully of Lefschetz type, in
particular, Mumford-Tate conjecture must hold for A. In this direction the following two

theorems give examples of abelian varieties that are fully of Lefschetz type.
The following theorem gives a correction of a subtle point of | , Theorem 5.11] :

Theorem 0.0.7. Let A be a simple abelian variety of dimensiong of type III in the sense
of Albert’s classification. Assume that
1. the relative dimension h € {2k + 1,k € N} \ {%@Zﬁ),m € N} where g = 2eh and
e = [E : Q] where E in the center of the endomorphism algebra D := End°(A) =
EndK(A) ® Q.

Then A is fully of Lefschetz type.

This theorem is state in | | with the hypothesis h odd, nevertheless, it seems to
be important to exclude the values of the form %@Zﬁ) with m € N. The error in | |

was first observed by Davide Lombardo, we refer the reader to | |.
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Let us consider the following set where s is an integer greater than 1 :
3 ::{2(4]6"!‘3)5—17 k> 0} LJ{24I<:S—17 k> 1}
L[4k 44\ s 2s(4k+1)—1
UGG (5 1p)) k2 0p Ut =y
22571 | > 2 - k>0}.
Utz UG (g )™ +20)

Therefore we can state the following theorem which generalize results of | | :

Theorem 0.0.8. Let A be a simple abelian variety such that the center of End®(A) is Q.
Assume that the relative dimension h is not in the set ¥/ then, the abelian variety is fully

of Lefschetz type. More precisely, Mumford-Tate conjecture holds for the abelian variety A.

Using the previous two results and some results of Ichikawa and Lombardo (see theorem
4.2.1 chapter 4) one can prove that the product of simple abelian varieties of type I, II or
IIT that are fully of Lefschetz type is also of Lefschetz type. We can state the following two

corollaries which give a more precise estimation on the relative dimension :

Corollary 0.0.2. Let E be a totally real number field of degree e = [E : Q]. Let A be an
abelian variety defined over a number field such that A is simple of type III and the center
of endomorphisms algebra is E. Assume that one of the following hypothesis hold :

1. The relative dimension h is in the set {2k + 1,k € N} \ {%@Zﬁ),m € N}
2. We have e = 1 and the relative dimension h is not in 3'.

Then A if fully of Lefschetz type. In particular one has

(4) = 2dhe B 2dim A
M T T e@h2—h) ~ dim Hg(A) + 1

Remarque. In the first point of the previous corollary we are excluding the following odd
integers h : 3, 35, 6435 (when h < 105). In the second case, when the abelian variety is
simple of type III such that £ = Q the previous corollary is excluding the following 21
possible values of g = 2h < 103 :

L 1os =14,6,8,16,36,64,70,100,128, 144, 196, 216, 256, 324, 400, 484, 512, 576, 676, 784, 900}.

When ¢ < 106 the set ¥’ has 513 elements.

We can therefore extend this last result to the case of an abelian variety isogenous to

a product of abelian varieties of type I, II or III.
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Corollary 0.0.3. Let A be an abelian variety defined over a number field K isogenous over
K to[]L, A™. For every i € [1,d] we have n; > 1 and we denote dim A; = g;. We suppose
that the abelian varieties A; are simple, of type I, II or III and pairwise non isogenous over

K. Assume that one of the following hypothesis hold :

1. The relative dimensions h; are even or equal to 2 when the abelian variety A; is of
27n+2

type I or IT and h; ¢ {2k + 1,k € N} \ {3 (5m11),m € N} when A; is of type IIL.

2. We have e; =1 (i.e. E; = Q) a h; is not in the set ¥ when A; is of type I or II and
h; is not in the set ¥’ when A; is of type III.

Then A if fully of Lefschetz type. In particular, with the notations of theorem 0.0.5 one

has

v(A) = max 23 ies nidieihi — max 2 iernidim A;
I hi) ¢ -

Remarque. The set X is defined as follow :

2
P {ng;akz?»ﬂaz1,9=2’“‘1ak}U{921;%23’2“’: <:)}

We are going to present a strategy of the proofs of the first of theorem 0.0.5. Let us
recall the definition of the invariant vy(A) :

v(A) = inf{x > 0|VL/Kfinite, |A(L)tors| < [L : K|*}.

One of the main results is the independence criterion of Serre, we refer the reader to
theorem 3.1.2. This last criterion allows us to focus on the finite subgroups of A[¢*°], for
every prime number £. Indeed, for every finite extension L over K we have the following

proposition

Proposition 0.0.2. For every subgroup Hiors C A(L)tors sSuch that Hiors = [[, He one has

[K(Htors) : K] > H[K(Hg) : K]
L

This last result of the independence of /-adic representations allows us to work with
finite subgroups H of A[¢*°]. One can therefore work with the following definition of the
invariant y(A) :

v(A) =inf{x > 0|VH C A[(*™], |H| < [K(H) : K|*}.
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Following this last definition one can deduce that, for every finite subgroup H of A[¢*°],

we have this equivalence :

' log, |H|
H < [K(H): KPP = q(4) 2 (a7

We notice that the value of y(A) is mainly determined by the order of the subgroup
H and the degree of the extension K(H) over K. Therefore, the proof can naturally be
divided in two steps : firstly we explicitly determine this two values then, thanks to some
combinatorial methods we obtain the invariant v(A).

The order of the finite subgroup H can be calculated without any particular difficulty.
Nevertheless, the degree of the extension K(H) over K is harder to establish. In order
to do so we can suppose that H is a End(A)-module, actually if H = End(A) - H then
K(H) = K(H). In chapter 3 we develop the theory of f-adic Galois representations which
allowed us to decompose the degree. Thanks to chapter 3 one can decompose the degree

of the extension in the following way :
[K(H) : K] = (Hg(A)(Z¢) : G(H)) - 6(H),

where §(H ) measure in some way how much the extension K (H) contains the image of the
Weil pairing (see section 3.2) and G(H) is the stabilizer of the subgroup H in MT(A)(Z,)
(see section 2.1). The next step is to give an explicit formula for each term. Thanks to
the property known as “property p” (see section 3.2) we can determine the value of 6(H).
Using some lemmas, developed in chapter 2 one can estimate the index of the stabilizer
G(H) in Hg(A)(Z).

The second step consist in using some combinatorial methods to determine the invariant
v(A), for example | , Lemme 2.7].

In order to adapt the methods developed in | |, which concern abelian varieties
of type I and II, we had to overcome some difficulties, in particular the in-depth study of
the stabilizer G(H) for every finite subgroup H C A[¢*°] as well as the explicit calculation
of the codimension of several groups which intervene in the definition of the stabilizer,
this is at the origin of the theorem 2.1.7. Also, we had to work on the uniformity of the
estimation #Gyy (Z/0"Z) =< (" Gw where W is a Qg-vector subspace of V(A). Indeed,
this estimation was much simpler in | |, in the sense that the group Gy was smooth
over Zy. In the case of an abelian variety of type III, we know, thanks to Lombardo (see
[ |), that for every prime number ¢ > ¢y we have that the stabilizer are smoothe
over Zy. However we had to give a good estimation in case ¢ < fy. In this estimation,
the constants which intervene have the right to depend on the prime number ¢. This last
result is at the origin of the lemma 2.1.7. Finally, one of the last difficulties overcoming

was the combinatorial calculation which , of course, was different from the one developed
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in | |.

The first chapter is a general introduction of some well known results, moreover we
present a state of the art concerning the Hodge, Tate and Mumford-Tate conjectures on
abelian varieties. Chapter 2 present a thorough study of the structure of the stabilizer
G(H) of every finite subgroup H of A[¢*°]. The theorem 2.1.7 gives the codimension of
this stabilizers for every abelian variety of type I, II or III. Through this last result, we
establish lemma 2.1.7 which gives an estimation of the index (Hg(A)(Zy) : G(H)) for every
prime number ¢. During chapter 3, we develop the theory of f-adic representations, more
precisely, we explain in detail the property known as “property . In chapter 4, we present
the proof of theorem 0.0.5. Actually, we give an explicit determination of the invariant
~v(A) : in the case where A is a simple abelian variety of type III and fully of Lefschetz
type and in the case where A is isogenous to a product of simple abelian varieties of type
I1T and fully of Lefschetz type. The previous two steps allows us to prove theorem 0.0.5. At
the end of chapter 4, we state theorem 0.0.6 concerning the order of a torsion point and the
degree of the extension generated by this point. This last result is actually a consequence
of the proof of the previous three theorems. Finally, using some results of Noot, Shimura,
Banaszak, Gajda, Krason, and Pink, we prove new cases of the Mumford-Tate conjecture,
more precisely, we establish in chapter 5 a list of abelian varieties which, we know, are fully
of Lefschetz type, see theorems 0.0.7 and 0.0.8 and corollaries 0.0.2 and 0.0.3.
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Chapitre 1
Préliminaires généraux

1.1 Variétés abéliennes

1.1.1 Variétés abéliennes complexes

Dans cette section nous aborderons différentes notions sur les variétés abéliennes com-
plexes. Ces résultats sont extraits principalement des références suivantes : | , ,

, | et | , Chapter XII]

Premiéres définitions

Soit X = t/A un tore complexe de dimension g, ou t est un C-espace vectoriel (t ~ C9)

et A est un réseau de rang maximal 2g.

Définition 1.1.1. Une polarisation est une forme hermitienne définie positive H : txt —
C telle que L = Im(H) : t x t — R prend des valeurs entiéres sur A. On dit alors que H

est une polarisation du tore complexe X = t/A.

Définition 1.1.2. Une variété abélienne complexe X est un tore complexe qui posséde

une polarisation H.

Définition 1.1.3. Une variété abélienne complexe X est dite simple si elle ne contient

aucune sous-variété abélienne non triviale.

Définition 1.1.4. Soit a : X — X' un morphisme entre deux variétés abéliennes com-
plexes. On dit que a est une isogénie si o est une surjection de noyau fini. On dit alors

que X et X' sont isogénes.

Remarque. En géométrie algébrique une polarisation correspond a une isogénie symétrique
A X — XV ou XV est la variété duale de X. Le degré de cette polarisation, noté deg(\),

correspond au degré de l'isogénie.

Enoncons & présent le théoréme de réductibilité de Poincaré :
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Théoréme 1.1.1. Soit X une variété abélienne complexe. Pour toute sous-variété abé-
lienne X1 C X il existe Xo C X une sous-variété abélienne telle que X soit isogéene a
X1 x Xo (ze Xi+Xo=X et X1 NXo ﬁ’I”LZ)

Endomorphismes

Soit X une variété abélienne complexe.
Définition 1.1.5. On pose D = End®(X) := Endz(X) ®z Q

On déduit du théoréeme 1.1.1 le théoréme complet de réductibilité de Poincaré : si X
est une variété abélienne complexe, alors il existe Xi,..., X (k > 1 entier) des variétés
abéliennes simples deux & deux non isogénes et my, ..., my des entiers supérieurs ou égaux

a 1 tels que

X~ XM xox X (1.1)
alors on a
k
End®(X) = [ [ My, (End®(X;)). (1.2)
i=1

Proposition 1.1.1. 5i X est une variété abélienne complexe simple alors D est une algébre

a division (i.e. un corps non commutatif ou un corps gauche).

Proposition 1.1.2. Pour toute variété abélienne complexe X, pas nécessairement simple,

End°(X) est une Q-algébre semi-simple.

Polarisation et involution de Rosati

Ces résultats sont extraits principalement des articles | | et | |.

Soit X une variété abélienne complexe et XV sa variété duale. On considére A : X — XV
une polarisation associée a X et D = End®(X) définie comme précédemment.

Introduisons a présent 'involution de Rosati, qui est naturellement associée a la pola-

risation A\
t:D—>D

asal.

Ainsi, pour tout a € D, on a a¥ € DPP ou DP? = End®°(X") = End(X") ®7 Q, et on

a I'égalité suivante :
Aoal =a¥ o
De plus, il existe m > 1 et b € End(X) tels que :
Aob=ma" o\
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On définit ainsi I'involution positive de Rosati par

1
af = —beD.
m
Classification d’Albert
Les principales références utilisées pour cette partie sont article | |, et des

extraits des livres | ; .
On suppose a présent que X est une variété abélienne complexe simple. On introduit

les notations suivantes :
F=2(D) et Fy={acFa =a}.
Ainsi, on obtient la tour d’extensions : Q C Fy C F' C D, ou
[Fo:Q=ey, [F:Q =e et [D:F]=d.

On considére quatre types (I, II, III, IV) différents qui nous permettrons par la suite
de caractériser D = End°(X) ou X. On dira que X est de type I, I, III ou IV si l'algébre

D et I'involution { appartiennent & un de ces types :

— Type I: Lorsque D = F = Fy et D est totalement réel avec T = idp

— Type Il : Lorsque d = 2, F' = Fy et D est une algébre de quaternions indéfinie sur
un corps totalement réel F' avec | : x — a_l(Tr%/F(a:) —x)a, ol Tr%/F est la trace
réduite de D/F et a € D — {0} avec a® € F totalement négatif.

— Type III : Lorsque d = 2, F = Fj et D est une algébre de quaternions définie sur
un corps totalement réel F' avec t: z — Tr%/F(aj) —x.

— Type IV : Lorsque e = 2¢g et F est un corps CM (voir définition ci dessous) avec

TiF:z— T

Remarque. Gréce a l’équation (1.2) il suffit de déterminer la classification d’Albert pour

les variétés abéliennes simples.

Définition 1.1.6. On dit que F' est un corps CM si F est une extension quadratique

totalement imaginaire d’un corps Fy totalement réel.

Définition 1.1.7. Soit X une variété abélienne telle que dim X = g, avec les notations
précédentes on définit la dimension relative comme suit :

g type 1,

e
h = dimyg X = % type IT et I1I,

9 type 1V.

d2eg
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1.2 Module de Tate /-adique

Soit maintenant A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Soit A
la variété duale de A, soit ¢ : A — AV une polarisation quelconque de A de degré deg(¢)
et soit £ un nombre premier qui ne divise pas deg(¢). On définit le module de Tate de la

fagon suivante :

Ty(A) :=lm A[¢"],
iy
ot A[¢"] est le noyau de la multiplication par . On définit également
Vg(A) = Tg(A) X7, Qy.
Vu comme groupes topologiques, on a les isomorphismes suivant :

To(A) ~Z7F et Vy(A)~QY.

1.2.1 Accouplement de Weil

Il existe une forme bilinéaire non dégénérée sur Ty(A) x Tp(AY) qui est Galois équiva-
riante, dénommeée accouplement de Weil ¢-adique (voir | , Paragraphe 3, pp 1857—
1861| pour plus de détails) :

<. .>: TK(A) X Tg(AV) — Zg(l) = r&l,ugn.

La polarisation ¢, définie précédemment, induit une forme bilinéaire non dégénérée

antisymétrique :

Gee : To(A) x Te(A) "B Ty(A) x Ty(AY) =5 Zy(1) = Hm fign.

Cet accouplement vérifie la propriété suivante :
Va,y € Ty(A), Va € O,  dp<(az,y) = dp(x,aly),

ou t désigne l'involution de Rosati définie sur End®(A) (voir section précédente) et Op,
désigne ’anneau des entiers de Fj.

Dans le cas o £ ne divise pas le degré de ¢, I'accouplement de Weil f-adique est
non-dégénéré modulo ¢ (pour tout n € N¥).

Notons a présent O*Ez le dual de OF, pour la dualité donnée par la trace

TTEZ/QZ : HomoEe (T@(A) ®OE£ TE(A), OEZ) — Homzé (Tg(A) ®OE£ T[(A),Zg).
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D’apres le | , Lemme 3.3] on sait qu’il existe un unique accouplement O, -linéaire
Giso : Ty(A) x Tg(A) = OF, (1),
ou O, (1) correspond au twist de Tate, tel que

TTEg/@g ((ZSZOO ) = ¢f°° .

Supposons également que ¢ est non ramifié dans O, ou de fagon équivalente que
O, = OEe' On peut définir a présent 'accouplement A-adique pour toute place A de
End®°(A) au-dessus de ¢ de la fagon suivante :

¢>Eoo : Tg(A) X Tg(A) — O*Eg(l) = OE@'

Rappelons que

Op,=]]Or etque To(A)=]]Tn, ot Ti:=TuA) R0, O (1.3)
pYV pYV

Ainsi, par projection, on obtient les accouplements A-adiques, ce sont des accouplements
O, -linéaires :
oo+ Th X Th = Ox(1),
tels que, pour tout z,y € Ty(A4), on a ¢ (2,y) ®1 = pro(z® 1,y ®1).
Remarque. 1. Les accouplements f-adiques et A-adiques sont Galois équivariants.

2. On notera ¢j. et @3« les accouplements f-adiques et A-adiques définis sur Vy et V)
a valeurs dans Fy et E) respectivement. On remarque que ces accouplements sont

bien définis pour tout ¢ (sans aucune hypothése).

Lorsque A est une variété abélienne de type I on a, pour tout A|¢ :

7-)\:T)\7

ou Ty est irréductible.

Lorsque A est une variété de type II ou III on a, pour tout A|¢ :
Ta=Tr& Ty,

ou Ty est irréductible.
En effet, cette décomposition existe, pour un nombre fini de A\, qu’aprés tensorisation

par une extension quadratique. On renvoie le lecteur au chapitre 3 pour plus de détails.
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1.3 Groupes

Les résultats présentés dans cette thése concernent notamment les variétés abéliennes
de type IIT (selon la classification d’Albert). On considére les accouplements de Weil /-
adiques et A-adiques définis précédemment. Autrement dit, on considére la forme ¢y~ qui
est bilinéaires symétriques définies sur T). On peut lui associer la formes quadratique

suivant :
Qx: Ty — Oy;

1.3.1 Groupe orthogonal

On définit ainsi le groupe orthogonal de T pour la forme quadratique Q.

Définition 1.3.1. Soit V = T), ¢ = ¢drx et Q = Qx, on définit le groupe orthogonal
O(V) et le sous groupe spécial orthogonal SO(V) comme suit :

1. O(V) ={f € Aut(V),Q(f(z)) = Q(z) Yz € V},
2. SO(V) = ker(det : O(V) — {—1,1}),

de facon équivalente,
1. O,¢) = 1A € GL(V), p(Avy, Avg) = ¢(v1,v2) , V1,02 € V'},

2. 80(v.4) = Oy -

On notera parfois Oy ou SOy, ot n = dim V' s%l n’y a pas d’ambiguité sur la forme

quadratique considérée.

On rappelle que la forme bilinéaire ¢ est dite non dégénérée lorsque V+ = {0} ot
Vt={zcV,¢(x,V) =0}
Dans la suite des définitions, on notera (V, ¢) 'espace quadratique muni d’une forme

bilinéaire symétrique ¢.

Définition 1.3.2. On dit que x € V' \ {0} est un vecteur tsotrope si ¢p(x,x) =0, c’est-
a-dire que x € - = {y € V,¢(z,y) = 0}. Dans le cas contraire on dira que le vecteur x

est antisotrope.

Définition 1.3.3. On définit le cone isotrope C(V') d’un espace quadratique V. comme

I’ensemble des vecteurs isotropes x € V.

Définition 1.3.4. On dit que ’espace quadratique (V, ¢) est un espace isotrope s’il existe
un vecteur non nul isotrope. Dans le cas contraire on parlera d’espace anisotrope. On
dira que ’espace quadratique (V, @) est totalement isotrope lorsque tous ses vecteurs non

nuls sont isotropes (ce qui est équivalent a dire que la forme bilinéaire est nulle sur V).
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Remarque. Soit W C V un sous-espace de l'espace quadratique (V,¢) non dégénéré.

Lorsque W est un sous-espace isotrope maximal de V', on a dim W < w.

Définition 1.3.5. On dira que Uespace quadratique (V, ¢) est régulier lorsque V= {0}.

Remarque. On remarque qu’un espace quadratique anisotrope est régulier.

Dimensions : On notera par la suite o0,, et so0,, les algébres de Lie de O, et de SOy,. Soit
M € Oy, alors SM est une matrice antisymétrique ou .S est une matrice symétrique de
déterminant non nul. On peut décrire Oy, et 0, de la fagon suivante :
O, = {M € GL(V),"MSM = S};
o, = {M € gl(V),!MS + SM = 0}.
De plus, on sait que Oy et SO, ont méme dimension, celle donnée par leur algébre de

Lie. On obtient alors que :

dim SO, = 11(112—1)

1.3.2 Formes quadratiques

Pour plus d’informations concernant les formes quadratiques on renvoie le lecteur a

[CasTs].

Généralités sur les formes quadratiques

Soit (V,Q) un espace quadratique défini sur un corps K, tel que car(K) # 2, et dim V =
n. Soit {ey, ..., e, } une K-base bien choisie de V', ainsi pour tout 2 € V il existe z1, ..., 2, €
K tels que z = 3" | xje;. Dans cette base, la forme quadratique @ non dégénérée peut

étre écrite de la facon suivante pour tout x € V :

Q) =Y aurt,
i=1

ot la classe d’isomorphisme de @ ne dépend que de a; mod K*2.
On introduit & présent la notation suivante, on dira que la forme quadratique @ est

équivalente, dans une base orthogonale bien choisie, & < az, ..., a, >.

Définition 1.3.6. On dira que deuxr formes quadratiques Q1 et Qo sur K sont équi-
valentes lorsqu’il existe une matrice C € GL(V) telle que Q2 = aQ1 0 C ot a € K*. On
notera alors Q1 ~ QQs.
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Proposition 1.3.1. Soit Q une forme quadratique non dégénérée définie sur K. Soit rq

la dimension du plus grand sous-espace de V' sur lequel Q = 0. Alors
Q ~ 1Ty + X3T4 + ... + T2rq—1%2rg + Ql,

ot Q1 est une forme quadratique anisotrope (i.e. Vx € V, Q1(x) # 0).

Des outils importants seront les notions de plan hyperbolique et d’espace hyperbolique.
Fixons maintenant une notation : soit d € K, on note < d > la classe d’isométrie de
'espace de dimension 1 correspondant & la forme quadratique Q(z) = dx?. On remarque

que l'espace < d > est régulier lorsque d € K*.

Définition 1.3.7. Soit (V,Q) un espace quadratique de dimension 2. On dira que V est

un plan hyperbolique lorsque V satisfait une des trois propriétés suivantes :
(1) V correspond a la classe d’équivalence de la forme quadratique x1xo ;

(2) V est isométrique a < 1,—1 > ;

(3) V est réqulier et isotrope.

Soit (V,Q) un espace quadratique de dimension paire 2m, on dira que V est un espace
hyperbolique lorsque V est une somme orthogonale de plans hyperboliques. De plus sa

forme quadratique associée Q) est équivalente a :

Q~ (CE% - ‘T%) +...+ (l'%m,l - x%m)a

ou bien

Q ~ 1122 + ... + Tom—_1Tom.
On introduit & présent le théoréme de décomposition de Witt.

Théoréme 1.3.1. Tout espace quadratique (V,Q) se décompose en somme orthogonale :

Vi, Qe) L (Vi, Qn) L (Va, Qa)

ot Vi est le noyau de la forme quadratique @Q (c’est un espace totalement isotrope), Vi, est
un espace hyperbolique et V,, est un espace anisotrope. De plus chaque espace est uniquement

déterminé a isomélrie pres.

Résultats concernant les formes quadratiques sur Q

Les formes quadratiques avec lesquelle on travaille sont les suivantes :
Qx:Tx = Oy
Qi : V)\ — E)\.
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Elles sont respectivement définies sur Zy et Q;. On va s’intéresser & présent a la forme
quadratique Q7. Soit {e1,...,ez4} une Q-base de V. Ainsi, pour tout x € Vy il existe
x1,...,T2g € Qp tels que x = Z?ﬁl x;e;. Dans cette base, la forme quadratique non dégéné-

rée peut s’écrire de la facon suivante, pour tout x € Vy :

29
Qi(x) =) aix},
i=1

ou la classe d’isomorphisme de @ ne dépend que de a; mod QZQ.
On se place dans le cas ou £ est un nombre premier impair. Soit € € Zj tel que € ne
soit pas un carré modulo £. Ainsi Qf/Q;2 = {1,¢,¢,€l}.

Théoréme 1.3.2. Soit V un espace quadratique défini sur Qq, alors lorsque dim V' > 5 il

existe au moins un vecteur isotrope dans Vy pour toute forme quadratique définie sur Q.

Remarque. Ce résultat sera utile lorsque ’on fera la preuve du théoréme 2.1.5 concernant

la codimension du stabilisateur.

1.3.3 Quelques rappels sur les groupes orthogonaux et symplectiques

Soit (V¢,Qj) l'espace quadratique muni de la forme bilinéaire ¢j.. introduite précé-
demment. Soit a présent le multiplicateur défini de la fagon suivante, ot G = GSpy, ou

GOy (voir définitions ci-dessous) :

mult: G — Gy,

(1.4)
u > mult,.

Définition 1.3.8. On dira qu’une transformation linéaire u est une simailitude ortho-
gonale si, pour tout vecteur x € V¢, on a Qp(u(x)) = mult,Qy(x). On notera GOgq le

groupe des similitudes orthogonales.

Remarque. On notera GO2s = GO(Vy, Q7) ou bien GO(Qy) lorsque il n’y a pas d’ambiguité

avec l'espace quadratique considéré.

Définition 1.3.9. On dira qu’une transformation linéaire u est une similitude symplec-
tique si pour tous vecteurs x,y € Vg, on a ¢y (u(z),u(y)) = mult,¢je (,y). On notera

GSpy, le groupe des similitudes symplectiques.

Remarque. De plus, le noyau du multiplicateur s’identifie au groupe des transforma-
tions orthogonales Oy, (respectivement au groupe spécial des similitudes symplec-

tiques Spy,) lorsque G' = GOgq (respectivement G = GSpy, ).

Définition 1.3.10. Une isométrie u (orthogonale ou symplectique) qui respecte une forme

bilinéaire symétrique ou antisymétrique ¢y est telle que l’égalité suivante est vérifiée

bpoe (u(), u(y)) = ¢7(z,y),
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avec mult(u) = 1.

1.4 Conjecture de Hodge, Tate et Mumford-Tate

L’objectif de cette section est de présenter les conjectures de Hodge, Tate et Mumford-
Tate pour les variétés abéliennes. Ces conjectures ont été énoncées pour toute variété
algébrique projective lisse, cependant on se focalisera uniquement sur le cas des variétés
abéliennes. On énoncera également quelques résultats connus dans ces directions. Il existe
plusieurs articles de survey sur la conjecture de Hodge (voir | , |), ainsi que
sur la conjecture de Mumford-Tate (voir | , Appendice|). En ce qui concerne la
conjecture de Tate, on trouve quelques articles de survey comme par exemple | |.
On peut retrouver quelques articles qui relient ces trois conjecture dans le cas de variétés
abéliennes, comme par exemple | , |.

La conjecture de Hodge, introduite en 1950, est un des sept problémes du millénaire
de l'Institut Clay, et a comme but d’établir un lien entre la Géométrie Algébrique et la
Géométrie Différentielle. En effet, un des premiers résultats dans cette direction est le
théoréme des classes de type (1,1) de Lefschetz (voir | |). Grace a ce dernier théoréme
et a la dualité de Poincaré, on sait que la conjecture est vérifiée pour les variétés abéliennes
de dimension inférieure ou égale & 3.

Une conjecture analogue a cette derniére en Géométrie Arithmétique est la conjecture
de Tate (voir | |), énoncée en 1963. L’analogue du théoréme de Lefschetz dans le cas
l-adique est le théoréme de Faltings (voir | , Theorem 3 and 4]).

Finalement, la conjecture de Mumford-Tate énoncée en 1966 par Mumford (voir |

Section 4]) établit un lien entre ces deux conjectures.

1.4.1 Conjecture de Hodge : définitions et résultats

Soit A une variété abélienne définie sur C de dimension g, pour tout p € [1,¢] on a

2p

H*(A,C) = )\ H'(A,C), (1.5)

ol on a une définition simple de la cohomologie singuliére ou de Betti de la variété abélienne
A HY(A,C) = To(A) @ Ty(A), ot Ty(A) est 'espace tangent de A & l'origine. Ainsi,

H%(A,C) = /\T0 yoTo(A) = P /\T0 A) A N\ To(A)Y). (1.6)

r4+s=2p
Pour tous entiers 7 et s tels que r + s = p on note H™* = \" Ty(A) A \* To(A)Y, ainsi
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on obtient, dans ce cas, la décomposition de Hodge ;

H*AC)= @ H™. (1.7)
r+s=2p
Définition 1.4.1. Soit p € [1,g], le groupe des classes de Hodge de codimension p

est défini comme suit :

BP(A) := H*(A,Q)( ) HP".

Définissons a présent le groupe de Hodge. Pour cela on a besoin d’introduire quelques
notations. Soient V = H;(A, Q) le premier groupe d’homologie, G,, 9 C GL(V) le groupe
des homothéties et S = Resc /RGm@ la restriction aux scalaires de C a R de G, ¢. Grace

a la décomposition de Hodge on a
Ve =Hi(A,C) =V 10 gyt

Soit Ut C S tel que U'(R) = {z € C*, 2z = 1} ot Z est la conjugaison complexe.
On considére le morphisme h : S — GL(V)g défini pour tout z € S de la fagon suivante :

h(z)(v™ 1) = 20710 et A(2) (071 = 207,

ot v 10 e V10 et 90—l ¢ YO,
Rappelons que la donnée de h est équivalent & la donnée de la structure de Hodge sur
H(A,C).

Définition 1.4.2. Le groupe de Mumford-Tate MT(A) est le plus petit sous-groupe
algébrique de GL(V') sur Q tel que h se factorise a travers MT(A) ® R.

La premiére définition dans la littérature du groupe de Hodge a été donnée par Mumford
en 1966 (voir | , Paragraph 1, Definition 1]).

Définition 1.4.3. Le groupe de Hodge Hg(A) est le plus petit sous-groupe algébrique de
GL(V) sur Q tel que hy1 se factorise a travers Hg(A) ® R. Ou bien le groupe de Hodge
est tout simplement la composante connexe de lidentité de MT(A) N SL(V)

Remarque. Le groupe de Hodge est un groupe algébrique réductif (voir | , Para-
graphe 2, Theorem 1]).

Ezemple. Dans le cas d’une courbe elliptique F définie sur C, le groupe de Hodge est soit
le groupe SLy(V') (dans le cas ot E est sans multiplication complexe), soit un tore (lorsque
E est CM).

On peut relier le groupe de Hodge et les classes de Hodge grace au théoréme suivant

(voir | , Paragraph 1, Proposition 1]) :
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Théoréme 1.4.1. Pour tout entier p € [1,g] on a l’égalité :
BP(A) = H?(A, Q)" (1.8)

Enoncons & présent la conjecture de Hodge :

Conjecture 1.4.1 (Conjecture de Hodge ‘50). Toute classe de Hodge est une combinaison

Q-linéaire de classes algébriques.

Rappelons briévement la définition de classes algébriques. Soit Z%(A) les cycles al-
gébriques de codimension i défini par Z/(A) = ®yZ[Y] ot Y est une sous-variété de
codimension i. Dans toute cohomologie de Weil (singuliére, de Betti, ¢-adique) il existe
une application “cycle” Z!(A) — H?*(A) dont les éléments de I'image s’appellent classes

algébriques.

Quelques résultats connus Gréace au théoréme des classes de type (1,1) de Lefschetz
(voir | |) et & la dualité de Poincaré on sait que la conjecture de Hodge est vérifiée
dans le cas des variétés abéliennes complexes de dimension inférieure ou égale a 3. En effet,
dans le but de prouver la conjecture de Hodge il suffit de prouver que la Q-algébre graduée
B* = @ BP(X) est engendrée par les classes de Hodge de codimension 1, & savoir B*(X).
Ainsi, lorsque la dimension de la variété abélienne est inférieure ou égale a 3 on obtient
le résultat. Cependant il se peut que le groupe des classes de Hodge contienne des classes
dites exceptionnelles, comme par exemple les variétés abéliennes de dimension 4 et de type
IIT selon la classification d’Albert en contiennent.

Etant donné que les courbes elliptiques vérifient la conjecture de Hodge, Imai a prouvé
en 1976 qu’elle est aussi vérifiée pour un produit de courbes elliptiques. En 1983, avant que
le théoréme de Faltings ait été prouvé, Ribet et Tankeev ont prouvé que la conjecture de
Hodge est vérifiée dans le cas ot la dimension de la variété abélienne est un nombre premier
(voir | , |). Une des principales raisons pour laquelle la conjecture de Hodge n’est
pas démontrée pour certaines variétés abéliennes est I'existence de classes exceptionnelles
(voir | | pour plus de détails) comme par exemple les variétés abéliennes de type 111
dans la classification d’Albert qui possédent des classes exceptionnelles. En 1984, Murty et
Hazama ont prouvé indépendamment que, lorsque la variété abélienne ne posséde pas de
facteurs de type III et que le groupe de Hodge est le groupe de Lefschetz (dans le sens de
Milne | ]), la conjecture de Hodge est alors vérifiée pour toute puissance de la variété
abélienne (voir | , |). Ce dernier résultat est un des premiers & mettre en valeur
I'importance d’étudier les variétés abéliennes en fonction de leur algébre d’endomorphismes.
D’ou l'intérét d’étudier les variétés abéliennes en fonction de leur type dans la classification
d’Albert. Citons a présent deux autres résultats concernant la conjecture de Hodge. Moonen
et Zarhin ont prouvé que, sauf cas particuliers, la conjecture de Hodge était vérifiée pour

les variétés abéliennes de dimension inférieure ou égale a 5 (voir | , |). Enfin,
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un autre résultat connu est celui concernant les variétés abéliennes de type CM : si A est
une variété abélienne de dimension g telle que le groupe de Mumford-Tate est de dimension

maximale g + 1, alors la conjecture est vérifiée.

1.4.2 Conjecture de Tate : définitions et résultats

On introduit & présent la conjecture de Tate, qui a été énoncée en 1963. Soit A une
variété abélienne simple définie sur un corps de nombres K. Soit Gx = Gal(K/K) son
groupe de Galois absolu. Soit ¢ un nombre premier, Ty(A) le module de Tate ¢-adique et
Ve(A) :=Ty(A) ® Qy son espace vectoriel associé. On considére la représentation ¢-adique

suivante :

pe : Gk — GL(Ty(A)). (1.9)

—Z
On définit le groupe algébrique Gy = p(Gk) “"autrement connu comme le groupe de

monodromie ¢-adique, et on note Hy la composante connexe de 'identité de Gy N SL(Vy).

Remarque. Le groupe de Hodge a été introduit par Mumford en 1966 dans le but de pouvoir

I'identifier avec le groupe Hy.

Ezemple. Soit E une courbe elliptique, le groupe Hy est soit le groupe SLa(V/) (dans le

cas ou E est sans multiplication complexe), soit un tore (lorsque E est CM).

Définition 1.4.4. Soit p € [1,g] un entier. Le groupe des classes de Tate de codi-

mension p est défini comme suit :
Tate?(A) := H*(Ag, Qu(p))™,

ot H? (A, Qe(p)) = (im HE (A, ') © Q.
Enoncons & présent la conjecture de Tate, voir [ .

Conjecture 1.4.2 (Conjecture de Tate ‘63). Toute classe de Tate est une combinaison

Q¢-linéaire de classes algébriques.

Quelques résultats connus Un des premiers résultats connus est le théoréme de Fal-
tings, prouvé en 1983, voir | |. I affirme que la représentation ¢-adique py (voir (1.9))
est semi-simple, et que par conséquent, la composante identité de Gy est un groupe réduc-
tif. De plus, grace a ce théoréme, on sait que les classes de Tate de codimension 1 sont des
classes algébriques. Ainsi, le théoréme de Faltings est un analogue ¢-adique du théoréme des
classes de type (1,1) de Lefschetz. La conjecture de Tate est vérifiée lorsque la dimension
de la variété abélienne est inférieure ou égale & 3 ou bien lorsqu’elle est un nombre premier.
Moonen et Zarhin 'ont prouvé également dans certains cas lorsque la variété abélienne est

de dimension 4, voir | |. Finalement, dans le cas des variétés abéliennes, on sait
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que, lorsque les conjectures de Hodge et Mumford-Tate sont vérifiées, alors la conjecture
de Tate est aussi vérifiée pour cette variété abélienne. Pour plus de détails sur ce dernier

point on renvoie a | |.

1.4.3 Conjecture de Mumford-Tate : quelques résultats

Grace aux théorémes de comparaison entre la cohomologie singuliére et la cohomologie

étale on peut énoncer la conjecture de Mumford-Tate, voir | |

Conjecture 1.4.3 (Conjecture de Mumford-Tate ‘66). On a Hg(A) ® Qp ~ Hy pour tout

nombre premier £.

Quelques résultats connus D’aprés Pjateckii-Sapiro | , Theorem 4, p 624]), Bo-
rovoi | | et Deligne | , Exp I, 2.9, 2.11, 3.2] on sait que

G C MT(A) @ Q. (1.10)

Or d’aprés Faltings | | on sait que les groupes algébriques MT(A) et Gy sont des

groupes réductifs qui ont le méme commutant. Ainsi, on a les égalités suivantes
MT(A)=5-C={sc,se S, ceC}, Gy=Sp-Cp={sc,se€ Sy, ceCy}, (1.11)

ol les Q-groupes algébriques S et C sont définis respectivement comme étant le groupe
dérivé de MT(A) et la composante neutre du centre, les Qp-groupes algébriques Sy et Cy
sont définis de fagon équivalente.

En reprenant ’équation (1.10) on obtient les deux inclusions suivantes :
Cy C C®Qy, Se C S ®Qy. (1.12)

La premiére inclusion de I’équation (1.10) est une égalité (voir | , |). Pour
montrer que la deuxiéme inclusion est en fait une égalité, i.e. montrer que la conjecture
de Mumford-Tate est vraie pour A, il est bien connu qu’il suffit de montrer ’égalité des
rang des groupes semi-simples S et Sy. Un autre résultat important, di a Larsen et Pink
(voir | , Theorem 4.3]), affirme que lorsque l'on a égalité des rangs pour un nombre
premier ¢, alors c’est aussi vrai pour tout nombre premier. En particulier, si la conjecture
de Mumford-Tate est vraie pour un nombre premier, alors elle ’est aussi pour tout nombre
premier.

En 1991 Chi a montré que la conjecture de Mumford-Tate est vérifiée pour toute variété
abélienne simple dont la dimension est un nombre premier, voir | |. De méme, les
courbes elliptiques vérifient la conjecture de Mumford-Tate, cela a été prouvé par Serre en
1972. Ribet a prouvé en 1973 | , Paragraph V| que la conjecture de Mumford-Tate est

vérifiée dans le cas oul A est une variété abélienne de dimension g telle que D est un corps
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totalement réel de dimension g et telle qu’il existe une place de mauvaise réduction semi-
stable. Il est important de préciser que le théoréme de Faltings n’existait pas lorsque Ribet
a démontré ce résultat. Ainsi, aprés le théoréme de Faltings, plusieurs auteurs dont Serre,
Chi, Hall, Pink, Banaszak, Gajda, Krason, Hindry et Ratazzi ont prouvé des nouveaux cas
de la conjecture que 'on énoncera a présent.

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K de dimension g.

Théoréme 1.4.2 (Serre ‘85, | ). Supposons que End®°(A) = Q et que g est un entier

mmpair, alors A vérifie la conjecture de Mumford-Tate.

Théoréme 1.4.3 (Chi ‘92, | ). La conjecture de Mumford-Tate est vraie dans les
quatre cas sutvants :
— Lorsque la variété abélienne A est de type I,
— g =2 ou un entier impair et tel que End°(A) = Q;
— g = 2d ou d est un entier impair et tel que End®(A) = E est un corps quadratique
réel.
— Lorsque la variété abélienne A est de type II,
— g =2d ot d =2 ou un entier impair et tel que End°(A) = D est une algébre de
quaternions indéfinie définie sur Q ;
— g = 4d ou d est un entier impair et tel que End°(A) = D est une algébre de

quaternions indéfinie définie sur un corps quadratique réel.

Introduisons & présent I’ensemble défini par Pink, ot k est un entier impair :

2k
= {gZ 1,3 > 3,3a > 1,g:2k1ak}U{gZ 1,3k > 3,29 = <k)}
Théoréme 1.4.4 (Pink ‘98, | ). Supposons que End°(A) = Q et que g ¢ X alors,
pour tout nombre premier £ on a Gy = MT(A) ®q Q; En particulier, la conjecture de
Mumford-Tate est vérifiée pour A.

Banaszak, Gajda et Krason ont utilisé le théoréme de Pink pour généraliser les résultats
de Chi. Dans ce sens, ils ont prouvé le résultat suivant concernant les variétés abéliennes
de type I et II.

Théoréme 1.4.5 (Banaszak, Gajda et Krason ‘06, | |). Soit A une variété abélienne

de type I ou II dans la classification d’Albert et de dimension relative impaire (ou égale
2). Alors MT(A) = GSpag et G,° = MT(A) ® Qq, par conséquent A vérifie la conjecture
de Mumford-Tate.

Hall a prouvé en 2011 le résultat suivant :

Théoréme 1.4.6 (Hall ‘11, | |). Supposons que End°(A) = Q et que le modéle de
Néron de A sur O posséde une fibre semi-stable de dimension torique égale a 1. Alors

G¢° = GSpag,g, et A vérifie la conjecture de Mumford-Tate.
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En 2016 Hindry et Ratazzi ont généralisé le résultat de Pink et de Hall, voir |

Corollaire 1.8]. On présentera le résultat lorsque A est une variété abélienne géométrique-

)

ment simple, cependant un résultat analogue existe concernant les produits de variétés

abéliennes (voir | , Corollaire 1.15])

Théoréme 1.4.7 (Hindry et Ratazzi ‘16). Soit A une variété abélienne simple de type I
ou II telle que le centre de End®(A) soit un corps totalement réel de degré e. On suppose

que l'une des trois hypothéses suivantes est satisfaite :
1. La dimension relative h de A est un entier impair ou égal & 2,

2. Onae=1eth¢x,

3. La variété abélienne A est de type I (resp. II) et posséde une place de mauvaise

réduction semi-stable avec dimension torique e (resp. 2e).

On a alors que la variété abélienne est pleinement de type Lefschetz, en particulier A vérifie

la conjecture de Mumford-Tate.

Remarque. La définition 3.1.2 donne une définition plus précise de variété abélienne pléi-

nement de type Lefschetz.

Moonen et Zarhin | | et Lombardo | | ont également prouvé que la conjec-
ture de Mumford-Tate est vérifiée pour les variétés abéliennes, non nécessairement simples
de dimension inférieur ou égale & 5. Cependant le cas ou A est une variété abélienne de
dimension 4, de type I et de groupe de Hodge isomorphe a (SL2’Q)3, est encore inconnu.

Signalons qu’il existe une version plus forte de la conjecture de Mumford-Tate suggérée
par Serre concernant indice de l'image de Galois dans le groupe de Mumford-Tate (voir
le premier paragraphe de | , Appendice|). Citons a présent le théoréme suivant,

di a Hindry et Ratazzi, qui est une conséquence des résultats de Serre et Wintenberger,

[ : | :

Théoréme 1.4.8. (/ , Théoreme 10.1]) Si A est une variété abélienne définie sur
un corps de nombres K telle qu’elle vérifie la conjecture de Mumford-Tate, alors ’indice de

la représentation (-adique galoisienne p(Gg) dans MT(A)(Z;) est borné indépendamment
de (.
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Chapitre 2

Lemmes de groupes

2.1 Stabilisateurs

On rappelle que V/(A) est un espace quadratique muni de la forme bilinéaire et de la

forme quadratique induite :
(;5200 : Vg(A) X Vg(A) — Eg Qz : VZ(A) — Eg.

Soit H un sous-groupe fini de A[¢*°], alors il existe un entier n non nul tel que H soit
un sous-groupe fini de A[¢"].

Dans une base bien choisie, le sous-groupe H C A[¢"] s’écrit de la fagon suivante :

t
H =[@z/em=nz)™ c Ale™),
i=1
ol les entiers m; forment une suite strictement croissante.
Notons H; = (Z/¢™Z)*~~1) C A[™], on peut lui associer de fagon non canonique le

sous-module H; tel que

H; & A[f™] et tels que  rgy /pmiz Hi =18y, H;. (2.1)
H; = Ty(A)

Etudions a présent le cas ol le sous-groupe H = (Z/{™Z)* C A[f™], on expliquera
comment généraliser aprés. Soit {ey, ..., e, } une Z/¢{™Z base de H et {éi,...,é,} une Z-

base de H C Ty(A) telle que é; = e; mod £™ pour tout i € [1,7]. On a le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soit H = (Z/{™Z)* C A[{™] un sous-groupe totalement isotrope et soit
Tmy * Le(A) — A[0™] la projection canonique. Alors il existe un sous-module Hs, C Ty(A)

totalement isotrope tel que Ty, (He) = H.
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La preuve est plus simple que dans le cas général, on renvoie le lecteur a la preuve du
[ , Lemme 3.7] pour plus de détails.

Egalement, il est important de remarquer que lorsque H est un End(A)-module, on
peut choisir H tel qu’il soit aussi un End(A)-module.

Etudions & présent le cas général. Soit H C A[("] on a

t t
H=][@/er-enz) =] H,
i=1 i=1

Pour tout i € [1,¢], on choisit un sous-module H; de Ty(A) tel que

Ty © Ty(A) = Ty(A)/LMt=G-DTy(A)

On pose Wy = Hy + ... + Hy tel que mp, (Wy) = H[{"™] ~ (Z/¢™ Z)*1+-F2t On pose
de la méme fagon
Wi - .ﬁl + ...+ ﬁtf(ifl)ﬂ

des sous-modules de Ty(A) tels que W; C ... C Wy, on remarque que 7y, (W) = (Z /0™ 7).
Ainsi, & tous sous-groupe H C A[{"] on lui associe une filtration de sous-modules de
Ty(A) : Wy C ... C Wi.
On définit pour chaque sous-module W; son stabilisateur Gyy, de la facon suivante :

Gw,={9€G, VeeW, gx) ==z}

On notera G(H) le stabilisateur de H défini grace comme suit :

G(H) = {M € G(Z;), M € Gy, mod (™},

Remarquons que py(Gal(K/K(H))) s’identifie avec G(H).

2.1.1 Reésultats concernant la codimension des stabilisateurs

Soit W le Qp-sous espace vectoriel de V, défini précédemment, on note r sa dimension.
Le but de cette partie est d’étudier le stabilisateur Gy C G Log(Qp) défini comme suit :

Remarque. Certains auteurs nomment ce dernier groupe le fixateur de W.

Résultats préliminaires
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Théoréme 2.1.1. (Théoréeme de Witt généralisé) Soit (V,Q) un espace quadratique. On
considére W un sous-espace vectoriel de V. Soit s € O(W, Q|W) une isométrie de W. Alors

on peut prolonger s en une isométrie de V, ainsi, il existe u € O(V, Q) telle que ujy = s.

On renvoie a | , Théoréme 3.9 p. 119]| pour plus de détails.
Rappelons a présent deux résultat bien connu sur les dimensions en géométrie algé-

brique. Pour plus de détail, on renvoie le lecteur a | |oua| .

Théoréme 2.1.2. Soient X et Z des variétés algébriques irréductibles, on considére ¢ :

X — Z un morphisme dominant. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Soit Nz genérique la fibre générique de ¢. Alors pour tout z € Z on a

dim (b_l({nZ,générique}) < dim ¢_1(Z).

De plus, pour z € U un ouvert non vide de Z on a ’égalité ;

2. De plus dim X = dim Z + dim ¢~ ({02, géencrique})-

Proposition 2.1.1 (Critére jacobien). [ , Lemma A.1.4.2] Soit X une variété ir-
réductible. On considére ’espace tangent T,(X) de X en un point x € X, alors on a les
propriétés suivantes :

1. pour tout x € X on a dim T(X) > dim X,
2. il existe un ouvert non vide U de X tel que Vx € U on a dim T,(X) = dim X.

Nouveaux résultats concernant la codimension des stabilisateurs FEnoncons a
présent notre résultat concernant la codimension du stabilisateur Gy dans le cas général
ot V e {Ty, Vi, Tx, Va} et ¢ € {droo, 9foo, Pre, P }- En effet, ce calcul explicite de la

codimension, n’a pas été trouvé par 'auteur dans la littérature.

Théoréme 2.1.3. Soit (V, ¢) un espace quadratique de dimension n muni d’une forme bili-
néaire non dégénérée antisymétrique. Soit W un sous espace vectoriel de V de codimension

d. On consideére le stabilisateur de W défini comme suit
Gw = {g € O(V7 (b)?gWV = ldW} C GLy.

Alors g1
dim (Gy) = (2_)

Preuve. On va séparer la preuve en deux parties.

Cas ou WNW* = {0} Dans ce cas on sait que V=W @ WL. Ot W est un sous-espace
vectoriel de V' de dimension r =n —d : W =< ey, ...,e, >. On peut alors compléter cette

base en une base de V : {eq,...,e,}. On sait que W est de dimension d = n — r. Gréce

o7



2.1. STABILISATEURS CHAPITRE 2

au choix de la base et au fait que W N W+ = {0} on a que W+ =< e,41,...,e,, >. Par

conséquent, on déduit que :

Par conséquent :

Gw =~ GOy

7¢|WL)'

Ainsi, la dimension de Gy est :

d(d—1)

dim (Gw) = 5

as ou N 0 oit wy € N non nul, et soit wy; € tel que
C W AWt #£ {0} S W nwt 1, L e VAW tel q

I =< wy, wll > soit un plan hyperbolique.

d(d—1)
——.
de codimension inférieure & d on a bien le résultat voulu. Par conséquent, si on pose
W' = W + I de codimension d =d — 1 on a bien

Montrons par récurrence que dim (Gy ) = Supposons que pour tout sous-espace

d)d -1
On introduit la variété suivante :

X :={yeV,Qy) =0et Ywe W d(w,y) = ¢(w,w)}.

Considérons l'application : f : Gy — X telle que, pour tout g € Gy, on ait f(g) =
g(wll). Montrons que cette application est surjective. En effet si w’ € X, alors Q(w’) = 0
et pour tout w € W on a ¢(w,w’) = qﬁ(w,wll). Montrons qu’il existe g1 € Gy tel que
flg) =w', ice. f(g1) = gr(w)) =’

Soit g1 € GO(V, ¢) tel que g1 (w1) = wy et g1 (w;) = w'. Ainsi, g; définit une isométrie
entre IT et < wy,w’ >. D’apreés le théoréme 2.1.1 on peut prolonger g; en une isométrie
g:V — V. Par conséquent g € Gy (car g(wi) = wy) et f(g) = g(w)) = w'. Ainsi, pour
tout w’ € X il existe g € Gy tel que f(g) = w’, ce qui montre bien que f est surjective.

D’aprés le théoréeme 2.1.2, appliqué & f, on déduit que la dimension du stabilisateur de
W est la suivante :

dim Gy = dim X 4+ dim Gy,

ot les fibres de f sont des cosets de Gy 1.

Déterminons dans un premier temps la dimension de X. Pour cela on introduit ’espace
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tangent de X eny € V :
Ty(X)={heV,¢(y,h) =0et Vw € W, ¢(w, h) = 0}.

On remarque que les r+ 1 équations sont indépendantes. Ainsi, d’aprés la proposition 2.1.1
on a

dim X =dim Ty(X)=n—(r+1)=d— 1.

On conclut alors que

dim Gy =d— 1+ — =

De fagon équivalente on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.4. Soit (V,¢) un espace symplectique de dimension n muni d’une forme
bilinéaire non dégénérée antisymétrique. Soit W un sous espace vectoriel de V de codimen-

sion d. On considére le stabilisateur de W défini comme suit
Gw = {g € Sp(V, ¢), gjw = idw} C GLn.

Alors,
d(d+1)
—

Preuve. En effet, il suffit de remarquer que ce théoréme est une reformulation (en zoom

dim (Gw) =

out) du | , Lemme 2.24|. L’argument utilisé dans ce dernier article est le fait que
les stabilisateurs en question sont conjugués sur F, a des sous-groupes P, ;. Adaptons les
calculs dans notre cas.
Soit d := codim(W) = 2g — r, ainsi
dd+1) (29—r)(29—7+1)

dim Gy = 5 = 5

On remarque que

2g(2 1 1
g<92+>—dimGW:(29+—r)-r.

codim Gy = 5 3

Cette derniére égalité coincide avec celle donnée dans les remarques "numériques" du

| , Paragraphe 6, Remarque 1), p.1871] en remplagant r par r + s.

0

On peut & présent adapter les théorémes précédents dans le cas ou V. = Vy(A) et
¢zoo ZV@XV@-)E@
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Théoréme 2.1.5. Soit A une variété abélienne simple de type III de dimension g. On
considere lespace quadratique (Vi(A), pjoc) 01 ¢pos = Ve x Vi — Ey est une forme bilinéaire
antisymétrique .

Soit W un Qq-sous espace vectoriel de Vy(A) de codimension d. On considére le stabi-

lisateur de W défini comme suit

Gw = {9 € O(Ve(A)), gjw = idw} C GLag(Qy).

Alors
d(d—1)

2

Remarque. Dans le but de déterminer I'invariant y(A) pour un produit de variétés abé-

dim (Gwy) =

liennes de type I, II et III la codimension des stabilisateurs doit étre connue pour tous les
types de variétés abéliennes. En effet le théoréme 2.1.5 donne cette codimension lorsque
I'un des facteurs A; est de type I1I. Nous allons introduire alors une variante de ce théoréme

lorsque la variété abélienne A; est de type I ou II.

Théoréme 2.1.6. Soit A une variété abélienne simple de type I, ou II et de dimension
g. On consideére lespace symplectique (Vo(A), @foo) 0l ¢foc : Vi x Vo — Ey est une forme
bilinéaire antisymétrique .

Soit W un Qq-sous espace vectoriel de Vy(A) de codimension d. On consideére le stabi-
lisateur de W défini par Gw = {g € Sp(Ve(A)), gw = idw} C GLag(Qe). Alors

d(d + 1)

dim (Gw) = 5

On peut résumer les théorémes 2.1.5 et 2.1.6 dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.7. Soit A une variété abélienne simple de type I, II (resp. type III) et
de dimension g. On considére l'espace symplectique (resp. quadratique) (Vi(A), pp) 0T
Gpoo 1 Vo X Vy — Ey est une forme bilinéaire antisymétrique.

Soit W un Qg-sous espace vectoriel de Vy(A) de codimension d. On considére le stabili-
sateur de W défini par Gw = {g € G(V¢(A)), gw = idw} C GLa2g(Qr) ot G = Sp(V(A))

(resp. G = O(Vy(A))). Alors
d(d+e€)

ou
1 type I et 11,
€ =
— 1 type III.

2.1.2 Lemmes de comptage

Le but de cette section est de déterminer (G(Zy) : G(H)), ot le groupe algébrique G est

le groupe de Hodge. On a donc abordé le probléme en deux étapes. Dans un premier temps
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on s’est intéressé a la lissité sur Z, des stabilisateurs qui interviennent dans la description
de G(H), en particulier, on sait que cela est vrai pour tout nombre premier suffisament
grand (voir | , Lemme 2.13]). Ensuite grace a des méthodes développées par Serre,

Oesterlé et Robba on a estimé directement cet indice (voir | , D-

Lemme concernant la lissité des stabilisateurs

Lemme 2.1.2. (/ , Lemme 2.13]) Il existe un nombre premier £y = Lo(A, K) tel
que, pour tout £ > fy on a que pour tout module H c T¢(A) ladhérence de Zariski du

stabilisateur G est lisse sur Zy.

Remarque. — Si U est un sous-groupe de GLa,(Qy), 'adhérence de Zariski de U est le
plus petit Qg-sous groupe algébrique T de GLag @, qui contient U. Si G est un
Q¢-sous groupe algébrique on peut définir sa cléture schématique dans GLag7,.

— Rappelons que si ’'on pose W = H® Qy le stabilisateur G, de H est le méme que
celui de W noté Gy /

On renvoie le lecteur a | , Lemme 2.1] pour la preuve du lemme suivant.

Lemme 2.1.3 (Hindry, Ratazzi). Soit G/Z; un sous-groupe algébrique de G L, de dimen-

ston d, tel que la réduction de G sur Fy est un groupe lisse. On a
VYm > 1, |G(Z/MZ)| = (mVNG(z/iz).

On rappelle que le but est de déterminer (G(Z¢) : G(H)). Afin d’énoncer notre premier
lemme, on introduit quelques notations. En effet, ce lemme découle des résultats suivants :
| , Lemme 2.4] et | , Lemme 2.13].

Soient A une variété abélienne de dimension g et ¢ ¢ S un nombre premier. Soit
H C A[¢*°] un sous-groupe de dimension r. Alors il existe n € N* tel que H C A[¢"], et on

a

¢
H=]]@/ e z)* c Alen, (2.2)
i=1
ot 0 < m! < ... < m! est une suite décroissante d’entiers et 1 < ¢ < 2g.
On peut introduire de facon équivalente une suite croissante d’entiers m; = mt=0=1,

ot mp = m! et my =m!. On a alors

¢
H =[[@z/er=enz)™ c Alen). (2.3)
i=1
Comme au début du chapitre 2, on peut associer & chaque sous-groupe H C A[¢"] une

filtration de sous-modules de Ty(A) : Wy C ... € Wi. Ou de fagon équivalente on a les
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sous-groupes V; définis comme suit :
t—(i-1) t—(i-1)
vi= [ @z = I @pemeevn,
k=1 k=1

tels que V; C ... C Vi, ot Vi = H et V; = (Z/0™ Z)*1 = (Z/I™ 7).
On note VZ un module associé a V; non canoniquement et Gy, sont stabilisateur. Ceci

nous permet de décrire le stabilisateur G(H) plus en détail :

G(H) = {M € G(Z¢), M € Gy, mod (™, .., M € Gy, mod (™},

Vi

ou encore
t—(i—1

G(H)={M € G(Z), M € Gy, mod ¢™ """ vie[1,4]}.

En fonction des entiers m;, le stabilisateur peut étre décrit par
G(H) ={M € G(Z;), M € Gy, mod (™ Vie [1,t]}.

Notons g; = dim Gy, et dj = codim Gy, . On introduit une notation qui relie G(H) aux

entiers 0 < mp < ... < my, pour tout 1 <t < 2¢g:

H(m,....,my) ={M € G(Z¢), M € Gy, mod (™ Vie [1,1]}

Lemme 2.1.4. Soit G un sous-groupe algébrique sur Z, de GL. Soit t un entier non nul et
sotent G‘;1 C..C GVt une suite de sous-groupes algébriques sur Zy de Gz, définis comme
précédemment tels que d; = codim Gy, .

Pour tout £ suffisamment grand les stabilisateur Gy, sont lisses sur Zy et par conséquent

on a, a des constantes multiplicatives prés (ne dépendant que de A), l’égalité suivante :
S di(mi*mifl)
(G(Zg) s H(my, ...,mt)) > fi=t .

Preuve. Gréace au lemme 2.1.2 on sait qu’il existe un nombre premier £y tel que pour
tout £ > ¢y les stabilisateurs le sont lisses sur Zy et par conséquent on peut adapter le
[ , Lemme 2.4] pour déduire la valeur de (G(Zy) : G(H)). Considérons le morphisme
suivant :

réd : G(Zy) — G(Z/™ 7).
On introduit, pour tout 2 <t < 2g, les groupes
G(ma,...,my) ={M € Gy, (Z/™Z),M € Gy, mod ™, Vi€ [1,t —1]},
comme étant I'image de H(my,...,m;) par le morphisme réd.
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Montrons par récurrence sur l'entier ¢ que

(G(Ze)/ H (i, ooy )| < (50w i (mimmizs)

On se place dans le cas ou ¢ = 1. Ainsi, H(m1) = {M € G(Z¢), M € Gy, mod (™ }.

Etant donné que l'on a supposé que G était lisse, le morphisme suivant est surjectif
réd : G(Zy) — G(Z/™Z).

De plus on a l'isomorphisme G(Z,)/H(m1) ~ G(Z/t™Z)/Gy, (Z/{™ L), par conséquent

grace au lemme 2.1.3 on a

|G(Z¢)/H(m1)| >< ﬁ(dimGidimGVl)(ml) — pdimi

On suppose que c’est vrai au rang t — 1, on a alors I’égalité suivante :
Sl (mi_mi—l)
|G(Zg)/H(m1,...,mt,1)| > fi=1 .
ou de fagon équivalente
t—1
G(Z MY (G, ooy )| S5 45001 i (mimmics).

car G(Z¢)/H(my,....my—1) ~ G(Z/0™Z) /G (my, ..., my—1).

Montrons que c’est encore vrai au rang t. Pour cela on introduit le morphisme surjectif
(Gy, est lisse)
o: G‘A/t(Z/fth) — Gy, (Z)em™17),

il y a donc un isomorphisme entre Gy, (Z/(™Z)/Ker($) et Gy, (Z/{™~1Z), par conséquent

|Ker(¢)| = ‘GVt(Z/gth)|/|GVt(Z/€mt71Z)‘ — pugt—mi—19t — pge(me—mi—1)

Le morphisme ¢ envoie G(my,...,m;) sur G(my,...,my_1), donc
|G(ma,...,m¢)|/|Ker(¢)| = |G(m1,...,mi—1)|,

ainsi, |G(my, ..., mg)| = €90 =m=1|G(my, ...,ms_1)| et d’aprés Phypothése de récurrence
on sait que

|G(Z/0™ 7)) G(ma, .y my—)| > it di(mimmiy)
et par conséquent
|G(my,...,my)| > gme-1dimGy= St di(mi—mia)
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On obtient alors
|G(ma,....my)| > p9t(me—mi_1) pmi—1 dim G p— Sittdi (mi_mi—l)
> ggtmt*gtmt71+mt71 dim Ggf Z’;i d; (mifmiq) .
On remarque que

gemy — gemy—1 + dim Gmy_q1 = ggmy + dimy—1
=mydim G — my dim G + gymy + demy—1

= my dim G — dt(mt — mt_l).

Ainsi,
(G, ooy )| e @AM G gdelme—me ) g= S di (mi—mi-1)

>< |Gz z) e et di (mi—miv)
Par conséquent

G(Z/E™Z) |G, ., me)| S5 54 di(mimmir).

et étant donné que |G(Z¢)/H(my,...,m¢)| = |G(Z/ ™ Z)/G(mq, ...,m¢)| on obtient finale-

ment notre résultat pour tout nombre premier ¢ assez grand :

(G(Zé) : H(ml, ey mt)) > 622:1 d; (mi—mi,l) .

Lemme concernant ’indice du stabilisateurs dans G(Z,;) Soit H C A[¢*°] un sous-

groupe finis, le but de ce paragraphe sera d’estimer 'indice suivant :

(G(Zy) : G(H)).

Comme au début du chapitre 2 on associe a chaque sous-groupe finis H C A[¢"] une
filtration de sous-modules W; C ... € W; de Ty(A) et on note H = Wy. Afin d’estimer
I'indice précédent on introduit les notations suivantes : soit {é1, ..., €24} une Zy-base fixée
de T¢(A). On peut munir le module H d’une Zy-base {iLl, . iLT} et compléter cette base
en une Zg-base {hy, ..., hag} telle que Vi € [1,r] on a :

29
hi: E h@jéj.
Jj=1
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On sait que
G(H) = {M € G(Z), Mh; = h;, Vi € [1,r]}.

On peut a présent définir s polynomes dans Zg[X7, ..., X(g)2], 0lt s est un entier qui sera
défini ultérieurement.

Pour tout ¢ € [1,7] on a I'équivalence suivante ot M € G(Z;) C GLyy(Zy) telle que
M = (aij)i;-

29
> aijhi—hig =0
j=1

Mhi—hl':()@

2g
> aggihij — higg =0.

\ j=1

Ainsi, pour tout ¢ € [1,7] il y a 2¢g équations, soit au total s = 2gr équations. On peut
a présent introduire les s polynomes & (2g)? variables définis sur Z, pour tout i € [1,7] de

la fagon suivante :

29
Fogli=1)+1(X15 s X9g)2) = (X1 — D)hi1 + Zthi,j
71=2
29
Fogli—1)+1(X1, s X2g)2) = Zx(k—mgﬂhi,j + (X (e=1)29+% — Dhi
pors
2g—1
Fogi(X1, s Xag2) = O X(og—1)2g4hi + (X(2g)2 — Dhizg.
j=1

Soit M € G(Zy) C GLay(Zy) telle que M = (a;j)i ;. On introduit I'inclusion suivante :

v o G(Zy) — Zf‘q)Q

M = (aij)i; + (ai1,...,012g,...,02g1,-..,02g2g)
Ainsi,
G(H) ={M € G(Zy), fe(v(M)) =0, Yk € [L,s]}.
Remarque. On constate que G(H) est entiérement déterminé par s polyndmes linéaires
par rapport aux variables X; et par rapport aux coefficients des vecteurs de la Z,-base de

H. De méme le fait que M € G(Zy) impose certaines conditions sur les coefficients de la

matrice, comme par exemple le fait que det(M) # 0 dans Z,.
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Pour des facilités de notations on pose Y = G(H), ainsi on a
Y C G(Zg) C GLQQ(ZZ).

Etant donné que I'on vient de définir G(H) comme ’ensemble des zéros de polynomes a

(29)? variables on a linclusion suivante :
Y CczZ) on N =44 (2.4)
On pose X, := (Z/€™Z)"N et on introduit le sous groupe fini suivant :

Y :i=im(red : Y — Xyp).

Comme ga a été signalé par Serre | , Remarque p. 346|, on peut utiliser les méthodes
développées par Oesterlé et Robba (voir | , Théoréme 1|) pour obtenir une meilleure
estimation de l'indice (G(Z¢) : G(H)) que celle donnée par | , Théoréme 8|. Reprenons

ici ce dernier énoncé avec les notations définies précédemment :

Théoréme 2.1.8 (Oesterlé). Soit Y une variété algébrique définie par des équations de
degré inférieur ou égal a un entier non nul d telle que Y C AN soit de dimension r. Alors
pour tout m > 0 on a

|Yin| < e(N,d,r)e™m".

Soit Yy, := {z € X, fr(z) =0 mod ™, Vk € [1, s]}. On a alors 'inclusion suivante :

Yy C Yo (2.5)

Dans le cas ol Y est une variété lisse sur Z; on a en fait une égalité Y, = }7,; (i.e. par
exemple dans le cas ot £ > £p). Cependant tout au long de ce paragraphe on se place dans
le cas o £ < £y et donc on ne sait pas si pour tout sous-groupe H le stabilisateur est lisse
sur Zg, par conséquent on se contentera de I’inclusion.

Enoncons a présent notre résultat. On voudrait pouvoir estimer (G(Z,) : G(H)) lorsque
¢ est petit (en particulier £ < £). Pour cela on estimera dans un premier temps le cardinal
de Yy, :

Lemme 2.1.5. Soit H un sous-groupe de A[(>°], alors il existe n € N* tel que H C A[™].
On note Y = G(H). Ainsi, pour tout m > 1 il eziste des constantes c¢1 et co dépendant

éventuellement de £ telles que

ClémdimG(H) < |Ym| < C2£mdimG(H),

ot dim G(H) = Ze=nCo=r=1)
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Preuve. On séparera la preuve en deux parties : dans un premier temps on donnera une
borne supérieure et on se concentrera dans un second temps sur la borne inférieure.
On peut donc appliquer le théoréme 2.1.8 a notre variété Y définie par un nombre fini

de polynomes & N variables et & coefficients dans Z,. Ainsi, pour tout m > 0 on a
V| < cppmdimGUH), (2.6)

Remarque. La constante co dépend uniquement de degré des polyndémes qui définissent

Y = GH), de N = 4¢? et de la dimension de G(H) notée r mais pas du nombre premier /.

Donnons & présent une borne inférieure. L’objectif de cette partie est de prouver les

inégalités suivantes pour tout m >0 :

(G, 0O IG <G < Y| X [(G/Y )] < (Y, G, N)mIG/Y) sy | (2.7)

ce qui impliquera que

ou ¢1(g,m,0) = c(cig,GG’,ZI)V)'

Détaillons & présent chaque étape.

1. Dans le but d’obtenir la premiére inégalité on utilise une version plus faible du | ,

Théoréme 9| qui peut étre reformulé comme suit :
Ym>0 ona ¢G,0MImE <G, (2.9)

ou la constante ¢(G,¥) dépend uniquement de G et du nombre premier ¢, plus par-

ticuliérement elle est liée au volume de G.

Remarque. En effet, le | , Théoréme 9| affirme que, pour tout m assez grand
(m > mo(G,0)), on a: ¢(G, O)IMImE = |G .|, avec ¢(G, £) = vol(G.y,).

Montrons & présent les deux derniéres inégalités. Pour cela on considére dans un premier
temps la Grassmannienne X = Gr(r,Vy(A)) des sous-espaces vectoriels de dimension r
dans Vy(A). On rappelle que le sous-module H C Ty(A) est associé au Qg-sous-espace
vectoriel W C V,(A). Soit xw = [\" W] le point dans X correspondant au sous-espace

W. Faisons a présent quelques remarques. En effet, on a l'inclusion et le lemme suivant :
GW)C{ge G, gW)=W}

Lemme 2.1.6. Pour tout sous-espace vectoriel W de dimension r et pour tout g € G on a
gW)CcW & ANglaw) = zw.
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Sous ces notations, on peut énoncer le théoréme de Chevalley (voir | , Théoréme
p. 80])

Théoréme 2.1.9 (Chevalley). Il existe un espace vectoriel U et une droite L C U tels
qu’il existe une représentation rationnelle p : G — GL(U) telle que G(W) = Staby,.

Remarque. L’espace vectoriel U est entiérement déterminé par la Grassmannienne X, pour
plus de détails, voir | , Théoréme p. 80].
Le théoréme de Chevalley implique qu’il existe une droite L de U et une action de G
sur P(U)
G xP(U)—PU),
telle que l'orbite de [L] s’identifie & G/G(W) car G(W) = Staby,.

On déduit le corollaire suivant
Corollaire 2.1.1. Le quotient G/G(W) est une sous-variété localement fermée de P(U).

Notons & présent
v:G—Z CPU)

(2.10)
g—g-[L]
ou Z = ¢(G) est un fermé car Z° = (@) est un ouvert dans son adhérence.
On a ainsi I'isomorphisme
G/GW)~Z°C Z. (2.11)

Remarque. On remarque que notre variété Z est en fait une variété quasi-projective, cepen-
dant pour utiliser le théoréme d’Oesterlé on a besoin d’utiliser des variétés affines. On peut
sans aucun probléme recouvrir notre variété par des ouverts affines et appliquer ensuite
le théoréeme d’Oesterlé a ces ouverts. En effet, la modification apparaitra au niveau de la

constante.

Soit £ un nombre premier, on a pour tout m > 0 le morphisme suivant :
Yom 2 G — Zp, (2.12)
Gréce a I'isomorphisme (2.11) on sait que
(G/GW ) ~ Z,,. (2.13)

On peut & présent déterminer les deux derniéres inégalités.

2. Pour tout m > 0 on a ’égalité :

Gl = > [t {z} N Gl (2.14)

TEZY,
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Or on sait que ¥ ~'{z} N G,, est un espace homogéne sous G(W), ce qui implique
que W_ml{x} N G, lest aussi sous Y;,. Par conséquent on a la surjection suivante, ot
dans le cas olt 1, {z} # 0 on a yo € Yym{r} NG,

Vo = Y {z} N Gy

(2.15)
9= g- Yo,
ainsi
|’(ZJZT,}{.’E} NGl < |Yinl. (2.16)
On déduit alors des équations (2.14) et (2.16) 'inégalité
Gm| <1 Z5] X [Yin], (2.17)
qui est équivalente a l'inégalité numéro 2.
3. Pour obtenir la derniére inégalité, on doit montrer que pour tout m > 0 on a
|Zo| < c(Y,G,N)EmdimZO. (2.18)

Pour cela on utilise & nouveau le théoréme 2.1.8 et le fait que G/Y ~ Z° C P(U) est

entiérement déterminé par des équations de degré fini.

On vient donc de montrer que pour tout sous-groupe fini H C A[¢"] on a, avec les
notations Y = G(H) et Yy, = im(Y — GLyy(Z/™7))

vYm > Ocl(g,r,g)gmdimy < |Ym| < 62(9’7,’ Y)gmdimY.

O

Remarque. On peut résumer les lemmes 2.1.4 et 2.1.5 de la fagon suivante ;
— clﬁzzzldi (mﬁmi*) < (G(Zy) : H(mq,....my)) < cﬂzzzldi (mﬁm“l), avec ¢ et ¢
des constantes indépendantes des entiers m; et de £ pour £ > .
— cMZﬁ:ldi (mfmifl) < (G(Zy) : H(mq,....my)) < cﬂzg:ldi (mﬁmi”), avec ¢ et ¢y
des constantes indépendantes des entiers m; et dépendantes éventuellement de /¢
pour £ < .
Par conséquent notre résultat devient indépendant du nombre premier ¢. On énoncera ce

résultat dans le paragraphe suivant.

Fusion des deux lemmes précédents et applications aux cas traités dans les
sections 4.1 et 4.2 On rappelle que les groupes G‘A/l, e ’GVt sont les stabilisateurs des
sous-modules V7, ..., V; définis précédemment par des équations de degré borné. Les stabili-
sateurs GVi sont des sous-groupes algébriques sur Zy de Gz, définis comme précédemment

tels que d; = codim GV,-'
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Lemme 2.1.7. Soit G un sous-groupe algébrique sur 7. de GL. Soit t un entier non nul
et soient Vt C..C Vl une suite de sous-modules et G‘A/l_ leur stabilisateur associé. On note
d; = codim GV{

On a légalité G(H) = H(ma,...,m¢) et pour tout mombre premier £ on a, 4 des

constantes multiplicatives prés (ne dépendant que de A), l’égalité suivante :
S di(mi*mifl)
(G(Zg) s H(my, ...,mt)) > fi=1 .

On introduit & présent les lemmes qui seront utiles pour les preuves des théorémes
principaux. Le lemme suivant, est une reformulation du lemme 2.1.7 adapté aux sections
4.1 et 4.2.

Lemme 2.1.8. Soit G un sous-groupe algébrique sur Z de GL. Soit t un entier non nul et
sotent ‘A/t C...C ‘71 une suite de sous-modules et GV- leur stabilisateur associé.
On note d; := codimg,, Gy, pour tout i € [1,t]. Soit 1 < m! < ... < m! une suite

strictement décroissante d’entiers. Le stabilisateur G(H) est défini par

t—(i—1)

G(H) ={M € G(Z), M € Gy, mod (™ Vie [1,t]}.

Pour tout £ on a, a des constantes multiplicatives prés (ne dépendant que de A), l’égalité :
; i —(i=1) _ypt—(i-1)
(G(Z) : G(H)) >< (i1 di (mt (i=1) _pt—(i-1 +1).

Avant d’énoncer les lemmes suivants, on introduit quelques notations. Soit A; une
variété abélienne simple de dimension g; et t; < 2g;. Soit H; (resp. Hy ;) un sous-groupe
de A;[€*°] (resp. A;[A*°]). Soit f/i,j des sous-modules, on notera Gy, le stabilisateur de Vi,j

¥

dans Gz, (resp. Go, ;). Pour plus de détails voir sections 4.1 et 4.2.

Lemme 2.1.9. Soit G un sous-groupe algébrique sur Z de GL. Soient i € [1,d] et Vi,t C
... C Vi,l une suite de sous-modules et GVZ- €. C GVU- leur stabilisateurs associés.
On note d; j := codimg,, GVi,j pour tout j € [1,¢;]. Soit 1 <ml < ... < m} une suite

strictement décroissante d’entiers. Le stabilisateur G(H;) est défini pour tout i € [1,d] par

t;—(i—1

)
G(H;) = {M € G(Z), M € Gy, mod (™ Vi€ [1,t]}

Pour tout £ on a, a des constantes multiplicatives pres (ne dépendant que de A), l’égalité :

t_¢—<j—1)_mt_i—(j—1)+1)

(G(Zy) : G(Hy)) >< DIELE (i

Lemme 2.1.10. Soit G un sous-groupe algébrique sur Z de GL. Soient V}A C...C Vi une

suite de sous-modules et GV leur stabilisateur associé.
K
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On note d; := codimg,, Gy, pour tout i € [1,¢5]. Soit 1 < my) < ... < m} une suite

strictement décroissante d’entiers. Le stabilisateur G(Hy) est défini pour tout A\|¢ par
ty—(i—1)
G(H)) = {M € G(0)), M € Gy, mod A" Vie[Lt]}

Pour tout £ on a, a des constantes multiplicatives pres (ne dépendant que de A), l’égalité :

mtx—(ifl)imf\)\f(ifl)+1)

(G(Oy) : G(H)y)) >»< (tﬂFA)Z?ildi( X

Lemme 2.1.11. Soit G un sous-groupe algébrique sur Z de GL. Soient (\,i) € I, et
me C .. C Vi,l une suite de sous-modules et GVl C .. C GV-t leur stabilisateurs
s T, KL W)
aSSOCLES.
On note d; ; = codimGOM G‘A/m_ pour tout j € [1,ty;]. Soit 1 < m'i < ... < m
une suite strictement décroissante d’entiers qui dépendent de (\,i1) € Iy. Le stabilisateur

G(H),;) est défini pour tout (\,i) € Iy par

1

thi—(@=1) .
G(H:) = {M € G(Or;), M € Gy, mod A™™ U e [t}
Pour tout £ on a, & des constantes multiplicatives prés, l’égalité :

mtx,i*(jfl)_mfx,i*(jfl)ﬂq)

(G(Oxs) : G(Hyj)) < (HFy)Somi 4o
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Chapitre 3

Représentations galoisiennes

3.1 Notations

Soit A une variété abélienne simple définie sur un corps de nombres K de dimension g et
de type I1I dans le sens de la classification d’Albert. Soit ¢ une polarisation fixée de A. Soit
G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K. On note D := End°(A4) = End(4) ® Q
son algebre d’endomorphismes et soit F := Z(D). Etant donné que A est de type III, E
est un corps totalement réel avec [E : Q] = e et D est une algébre de quaternions définie
sur F.

Notons R = Endg(A) et Op 'anneau de entiers de E et soit £ un nombre premier tel
qu’il ne divise pas le degré de ¢ et ne soit pas ramifié sur E (ces cas la seront traités dans

I'annexe A). On considére alors les extensions :

|
I I

ouDy=D®RQ, By =FE®Q, Ry =R®Zy et Op, = Op ® Zy.
Si Al¢, on note E) le complété de E pour la place A et Oy son anneau des entiers.

Notons ky := Ox/AO, le corps résiduel de O). Ainsi, on a

Og, =[] Ox
bYY4

Soit A[¢"] le noyau de la multiplication par ¢* sur A(K), alors le module de Tate de A
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est un Zy|Gk]-module de rang 2¢g défini comme suit :
Ty(A) = lim A[6");

et
Vi(A) :=Ty(A) ®z, Q.

On remarque que A[¢("] et Ty(A) sont des Gx-module. On rappelle aussi qu’on a in-
troduit au paragraphe 1.2.1 I'accouplement de Weil. Soit AV la variété duale de A, alors il
existe une forme bilinéaire non dégénérée sur Ty(A) x Ty(AY) qui est Galois équivariante,
dénommée accouplement de Weil (voir | , Section 3, paragraphe 2, p. 1857| pour
plus de détails) :

<. >Ty(A) x Te(AY) — Zy(1) = T&n,ugn.

Soit ¢ : A — AV une polarisation quelconque de A, alors elle induit une forme bilinéaire

non dégénérée antisymétrique :

dee : To(A) x To(A) "B Te(A) x Te(AY) =5 Zg(1) = lim pge.

3.1.1 Représentations (-adiques

On peut a présent introduire, pour tout nombre premier ¢, la représentation f-adique

suivante :

Jo Gk — GL(T((A))

—Z
On définit le groupe algébrique Gy = p(G ) M, autrement connu comme le groupe de

monodromie /-adique. De plus on sait, grace aux travaux de Serre (voir | , Théoréme
p. 16| de la lettre & K. Ribet du premier janvier 1981), qu'’il existe une extension finie
de K telle que pour tout nombre premier ¢ le groupe algébrique Gy est connexe sur cette

extension.

Théoréme 3.1.1 (Serre). Il existe une extension finie K'/K telle que pour tout nombre

premier £ le groupe algébrique Gy est connexe.

En outre, grace au théoréme de Faltings (voir | |) on sait que Gy est réductif.

Egalement un résultat trés utile pour la suite sera le critére d’indépendance des repré-
sentations ¢-adiques de Serre (voir | , Théoréme 1 p. 34| ou | , Théoréme 1) qui
affirme qu’il existe une extension finie K’/ K telle que les représentations ¢-adiques soient

indépendantes sur K’. Autrement dit, pour tout nombre premier ¢; et ¢ les extensions
K'(A[¢°])/ K’ et K'(A[¢5°])/ K’ sont disjointes.
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Théoréme 3.1.2 (Serre). Il existe une extension finie K'/K telle que les représentations

L-adiques sont indépendantes. En d’autres termes le morphisme suivant est bijectif :

Gal(K'(A(K")iors) | K') — [ [ Gal(K'(A[£™])/K").
J4

Un corollaire immeédiat du théoréme 3.1.2 est le suivant :

Corollaire 3.1.1. Soit H C A(K)tors tel que H =[], Hy, ots Hy C A[(°], alors

[K'(H) : K') = [[IK'(He) : K').
l
On suppose dorénavant que le corps de nombres K est tel que G, soit connexe et tel
que les représentations ¢-adiques soient indépendantes.
On sait que les représentations /-adiques sont semi-simples, aprés tensorisation par Qy
(voir | |). En effet ce résultat est en faveur de la conjecture de semi-simplicité de

Tate, pour plus de détails voir | , Paragraphe 6.4].

3.1.2 Variétés abéliennes pleinement de type Lefschetz

Définition 3.1.1. On définit le groupe de Lefschetz L(A) comme étant le groupe des
similitudes symplectiques (par rapport a une polarisation fixée) qui commutent avec ’anneau

d’endomorphismes D.

Remarque. 1. Le groupe de Lefschetz ne dépend pas de la polarisation.

2. Pour tout 0 € Gk on a py(o) € L(A) car ps(o) respecte I'accouplement de Weil et

commute avec Endg (A).

3. On remarque que L(A) = G, - Lo(A) ot Lo(A) est le groupe spécial de Lefschetz
(voir | , Definition 4.3]). En effet, Milne définit le groupe de Lefschetz comme
étant notre groupe Lo(A).

4. Soit A est une variété abélienne simple de dimension g. Alors
— si A est une variété abélienne de type I ou II, L(A) est inclus dans GSpy,, le
groupe des similitudes symplectiques,
— si A est une variété abélienne de type III, £(A) est inclus dans GOg, le groupe
des similitudes orthogonales.
Plus particuliérement si A est une variété abélienne de type I ou II (resp. type III)
on a

Lo(A) = RespjgSpane  resp. Lo(A) = Resg/g SOanE,
(voir | ) D).

Définition 3.1.2. On dira qu’une variété abélienne A est pleinement de type Lefschetz

lorsque
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— MT(A) = L(A) et

— A vérifie la conjecture de Mumford-Tate.
On peut traduire cela par les inclusions suivantes :
G, CMT(A) @ Qp C L(A) ® Qy, (3.1)

alors, A est pleinement de type Lefschetz si et seulement si

Gy = ﬁ(A) ® Qp.
Remarque. — La premiére inclusion de I'équation (3.1) & été démontré par Pjateckii-
Sapiro [ , Theorem 4, p 624]), Borovoi | | et Deligne | ,Exp1, 2.9,

2.11, 3.2].

— Quelques exemples de variétés abéliennes pleinement de type Lefschetz sont présen-
tés la section 5.

— C’est toujours utile de savoir qu’il existe des variétés abéliennes qui ont un groupe
de Mumford-Tate donné et qui vérifient la conjecture de Mumford-Tate. En effet
le | , Théoréme 1.7] (ou bien dans | |) affirme que pour toute variété
abélienne complexe A telle que G = MT(A) il existe un corps de nombres K et
unes variété abélienne A’ définie sur K telle que MT(A’) = G et la conjecture de

Mumford-Tate est vraie pour A’.

3.1.3 Décomposition des modules de Tate

On rappelle que Ty(A) = @A[ﬁ"] et que A[0"] = Ty(A)/¢"Ty(A) et on définit

A[] =l A[e"] = | J AL,

ott I'union est prise dans A(K)
Etant donné que Op, = [T, Ox on peut décomposer T¢(A) et V¢(A) en produit de

modules T, et de sous-espaces V) pour tout A|¢ de la fagon suivante :

ol pour tout A[¢ on a le Oy-module Ty := Ty(A) ®0pg, O, et le Ey-espace vectoriel
V) = Vg(A) RE, E\.

Etant donné que £ est non ramifié dans E on sait qu’il existe une unique forme bilinéaire
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sur OF, et sur Fy lorsque 'on tensorise par Z; puis Q.
1/)( : TK(A) X TZ(A) — OEZ;

’(ﬁg : Vg(A) X Vg(A) — Eg.
On introduit & présent ’ensemble suivant

Définition 3.1.3. On note S l’ensemble fini des nombres premier £ tels que € soit ramifié
dans Og ou divise le degré de la polarisation fixé ¢ de A ou bien, dans le cas de type II ou

III, l’algebre de quaternions D soit non décomposée en A|L.

Enoncons maintenant un théoréme de Banaszak, Gajda et Krasori qui nous sera utile
pour formuler la proposition qui lui suivra. Rappelons que l'entier h est la dimension

relative de A.

Théoréme 3.1.3. / , théoréme 3.23] Soit A une variété abélienne de type III et
¢ ¢ S, alors il existe un Ox-module libre T\(A) de rang 2h avec les propriétés suivantes :
(1) Th(A) = Tx(A) @ Tr(A) comme O[Gk]-modules ;
(i1) 1l existe une forme symétrique non dégénérée 1y : TA(A) x TA(A) = Oy ;
(1ii) Soit TS(A) = Ta(A)®o, Ex. La forme symétrique induite ¢S : TS(A) x TS(A) — Ey
est aussi non dégénérée. De plus le Gi-module TS (A) est absolument irréductible ;
(iv) Soit Tx(A) = TA(A) ®0, kx. La forme symétrique induite 1y : Tx(A) x Tx(A) — ky
est aussi non dégénérée. De plus le G -module Ty(A) est absolument irréductible.

Les trois formes sont compatibles avec 'action du groupe de Galois G .
Voici une reformulation de | , proposition 3.5]|.

Proposition 3.1.1. Soit Vy = Vy(A) ®q, Ex. On a les trois résultats suivants :
1. La représentation Vy est irréductible ;
2. St la variété abélienne est de type I (resp. type II ou III) on a la décomposition
suivante Vo =[]y, Va (resp. Vo =T[ (VA @ VA));
3. Pour { ¢ S on a une décomposition analogue pour les Op,-modules Ty.

Remarquons que pour le point 2, la décomposition en type II ou III, pour les nombres
premiers ramifiés de lalgébre de quaternions, n’a lieu qu’aprés tensorisation par une ex-

tension quadratique de E.

Regardons plus en détail quelle est la principale différence entre le type II et le type
III. En effet, comme 'explique Milne | | page 11 et 12, lorsque la variété abélienne
est de type II, la forme v sur la représentation irréductible Vy est antisymétrique et par

conséquen symplectique. Lorsque A est une variété abélienne de type III, la forme 13 est
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symétrique, ce qui justifie que 'on travaille avec un groupe orthogonale. Ceci s’explique

par le fait que dans le cas de type 111, I'involution de Rosati est telle que pour tout élément

BeD, ph=p

3.2 Propriété u

Notations : Le symbole < signifie qu’il s’agit d’une égalité & indice fini borné (indépen-

damment de ¢) pres.

Définition 3.2.1. (/ , Définition 6.3]) Soit A une variété abélienne définie sur un
corps de nombres K. Nous dirons que A vérifie la propriété u si, pour tout premier £ et
tout sous-groupe fini H de A[*°], il existe un entier m = m(H) tel que, & indice fini borné

(indépendamment de £) prés :
K(H) N K (pg) < K (puem).

Remarque. On a la méme définition lorsque H C A[(] ou bien Hy C A[A].

On traitera dans un premier temps le cas ou H C A[¢*°]. Ensuite on énoncera des
résultats analogues pour les cas ot H C A[/] ou bien Hy C A[)\]. Rappelons qu'il existe un
entier n non nul tel que H C A[¢"].

Soit A une variété abélienne, vérifiant la conjecture de Mumford-Tate. On a les dia-
grammes suivants ou les égalités sont & indice fini borné (indépendamment de ¢) prés, plus

exactement on a :

Gal(K(A[(®))/K) = MT(A)(Zy),
Gal(K (A[6™])/K (pe=)) =< Hg(A)(Zy),

Gal(K (p)/K) < G (Zy),

K(A[>]) K(A[]) K(A[A])
Hs(4)(Z0) wam Hg(A)(52)
MT(A)(Z) K(pue)  MT(A)E) K(pg) MT(A)E) K ()
@zz ﬁmz %)F
K K K

(3.2)
Remarquons que les groupes MT(A)(Zy), Hg(A)(Zy) et Gy, (Zy) des diagrammes précé-
dents sont des groupes commensurables uniformément aux groupes de Galois Gal(K (A[¢(*])/K),

Gal (K (A[<))/ K (=) et Gal(K (i) /K.
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Cas H C A[(™]
Hg(A)(Z)
K (=)
Gm(Ze) = Z)
MT(A)(Ze)

FIGURE 3.1 — Cas H C A[(>]

Etant donné que I’on suppose que la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A on

sait que l'on a & indice fini borné (indépendamment de ¢) prés :
Gal(K(A[£=])/K) = MT(A)(Zy),

Gal(K (A[f™])/ K (pe=)) =< Hg(A)(Zy),

ceci peut étre illustré grace au diagramme 3.1.

On introduit & présent deux groupes :
Go(H) := {0 € MT(A)(Ze), 011 = idyyr} = Gal(K(A[C®)/K (H)),

G(H) = {o € Hg(A)(Ze), 011 = idypr} = Go(H) N Hg(A)(Zy).

Remarque. On notera §(H) := [K(ugm) : K]. Ce degré mesure a quel point I’extension
K (H) contient I'image de ’accouplement de Weil.

Lemme 3.2.1. Soit H C A[(*°], on a, a indice fini prés
O(H) = (Z; : mult(Go(H))(Z))

de plus
[K(H) : K] = (Hg(A)(Z) : G(H))6(H).

Preuve. On veut établir ’égalité suivante :
(MT(A)(Ze) : Go(H)) = 0(H) - (Hg(A)(Ze) : G(H)).
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On remarque dans un premier temps que

| __|Gal(K(A[r=)/K))]
(MT(A)(Ze) : GolH)) = 1acr e AT /K (H))|
= [K(H): K

) K]
[K(H) : K(H) O K (pee ) J[K(H) 0 K (pugee) = K.

Notons 6(H) := [K(H) N K (=) : K], ainsi,

K(H
K(H
(MT(A)(Zq) : Go(H)) = [K(H) : K(H) 0 K (o) - 5(H),
En effet on remarque que
(Hg(A)(Ze) : G(H)) = [K(H) : K(H) N K (pe)].

Ainsi,

(MT(A)(Z) : Go(H)) = (Hg(A)(Ze) : G(H)) - 6(H).
On sait que MT(A) = Hg(A) - Gy, ainsi MT(A)(Z;) = Hg(A)(Zy¢) - G (Zy) et donc
S(H) = (Gn(Zy) : mult(Go(H))(Zy)),

ot mult : GSpy, — Gy, désigne 'homomorphisme canonique.

Cas H C A/
Etant donné que I’on suppose que la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A on

sait que l'on a a indice fini borné (indépendamment de ¢) prés :
Gal(K(A[(])/K) =< MT(A)(Fy),

Gal(K(A[M])/ K () = Hg(A)(Fr),

ceci peut étre illustré grace au diagramme 3.2.

On introduit & présent les groupes :

Go(H) := {0 € MT(A)(F)), o131 = idygr} = Gal(K(A[)/K(H)),
G(H) := {0 € Hg(A)(F(), 01y = id)r} =< Go(H) N Hg(A)(Fe).
Lemme 3.2.2. Soit H C A[{], on a, & indice fini prés
S(H) = (F : mult(Go(H))(F)).
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De plus

Cas H) C A\

FIGURE 3.3 — Cas H) C A[)]

Etant donné que I’on suppose que la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A on

sait que l'on a & indice fini borné (indépendamment de ¢) prés :
Gal(K(A[N])/K) =< MT(A)(F»),
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Gal(K(A[N])/K(ue)) =< Hg(A)(F),
ceci peut étre illustré grace au diagramme 3.3.
On introduit & présent les groupes :
Go(H)) = {o € MT(A)(Fr), 015, = id\yr, } < Gal(K(A[N])/K(H))),
G(Hy) := {0 € Hg(A)(Fz), 0y, = id|, } < Go(Hx) N Hg(A)(F).
Lemme 3.2.3. Soit Hy C A[\]. On a, a indice fini prés

(5(H)\) = (F: : mult(Go(H)\))(F)\)).

De plus
[K(H)) : K] = (Hg(A)(F») : G(H\))S(H)).

3.2.1 L’image du multiplicateur

On définit le multiplicateur mult comme étant le morphisme suivant
mult : GSpye = G-

En effet, étant donné que MT(A) — GSpy, et que ce plongement ne dépend que de la
polarisation on peut sans aucun probléme le restreindre & mult : MT(A) — G,,,. Ainsi, le
groupe de Hodge peut étre vu comme (ker(mult))°.

On se place dans le cas ol A est une variété abélienne simple de type 111, de dimension

g et pleinement de type Lefschetz, ainsi MT(A) = £(A) (voir section 3.1). On a alors

MT(A)(Ze) = {(ma)x € [[ GO0, , mult(m,) = m € Z;}. (3.3)
bV

Proposition 3.2.1. Soit H un sous-Zy module de Ty¢(A), si H est un module 1sotrope
mazimal de dimension au plus g alors le morphisme mult : G 5 — Gy, est surjectif, o G g
est le stabilisateur de H dans MT(A)(Zy).

Remarque. — Cette proposition se traduit par le fait que pour tout sous-module qui est
inclus dans un module isotrope maximal on a mult(G z) = Gy, et mult(G ) (Zy) =
Gm(Z¢) = Z, . Par conséquent

S(H) = (2} : mult(G ) (Ze)) = 1.

— Notons 6(H) := (Z, : mult(G z)(Z¢)) (par abus de langage on notera parfois 0(H)

82



CHAPITRE 3 3.2. PROPRIETE p

ou H C A[¢*] ou bien §(W) avec W C V). Alors on remarque que

S(H) =

1 =" si H est inclus dans un espace isotrope maximal,
¢ = ¢! sinon.

On introduit & présent ¢ := log, 6(H) (ou bien §(H) = ¢°), ainsi

0 si H est inclus dans un espace isotrope maximal,
1 sinon.

Dans le but de montrer la proposition 3.2.1 on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.4. Soit W un sous espace totalement isotrope de dimension h, alors il existe
un sous espace totalement isotrope W' tel que dim W/ =h et W @ W' = P @ ... ® P),, ou
les P; sont des plans hyperboliques.

Preuve. Soit W =< ey, ...,e, > une Q-base de W, alors il existe un vecteur f{ € V, tel
que Q7(f1) =0 et ¥y (er, fi) =1 (voir lemme 1 dans | |) de telle sorte que < ey, f] >
soit un plan hyperbolique. On considére le vecteur : f1 = f] + Z?:z Aie; tel que pour tout
i € [2,h] on ait 97 (e;, f{) = 0. Ainsi, on obtient

< eq, .. ep f1>=<el, f1 >1<eg, ..,ep >.
De fagon équivalente il existe des vecteurs fo, ..., fj, isotropes tels que
< el lhy fly e fn>=<en, fi>l ... I<ep, fn>.

Posons W’/ =< fy, ..., f >, ainsi W’ est bien un sous-espace totalement isotrope de dimen-
sion h et pour tout i € [1,h] on a les plans hyperboliques P; =< e;, f; >. En particulier
onabien WoW' =P, ®...3 P,

0

Remarque. Grace au théoréme 1.3.2 on sait que lorsque dim Vy > 5 des vecteurs isotropes

existent.

Preuve. (proposition 3.2.1)

Soit W le sous-espace isotrope maximal associé & H dans V, tel que W = H®Qy. Comme
précédemment on note h la dimension de H et on lui associe la base < eq, ..., e; >. On consi-
dére le stabilisateur Gy de W dans G Lag(Qg). On rappel que Gy = {M € GOg|Me; =
e; Vi € [1,h]}. En particulier, Gy € MT(A)(Qy) ainsi, on peut restreindre sans aucun pro-
bléme le multiplicateur & Gyy et montrer que, lorsque W est un espace isotrope maximal,

mult : Gy — Gy, est surjectif (ce qui est équivalent & montrer que §(H) = 1).
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Pour cela considérons d’abord le cas ot W =< e; > (et on généralisera par la suite)
avec e; un vecteur isotrope. On sait qu’il existe un vecteur eo € Vj, isotrope tel que
Yy (e1,e2) = 1, ainsi on obtient le plan hyperbolique : IT =< ey, e3 >. On a alors NIt =
{0} et T @ I+ = V. Soit M € GOg C GSpy, alors ¥j(Mey, Meg) = mult(M)yg(e1, e2).
On considére a présente le stabilisateur de W, Gy = {M € GOg4, Mey = e;}. Ainsi, si
M € Gy on a

Mey = ey,
Meg = mult(M)es.
On remarque que pour toute M € Gy le plan hyperbolique II reste stable par M et

par conséquent IT' est aussi stable par M. On considére a présent une matrice M; €
GO(Q;?'HL). On a alors :

mult (M)

My

On introduit le groupe :

Gy ={M € GOg, M =< 1,mult(M;) > & M; ou M € GO(Q%HL)} C Gi.

On remarque que la restriction de mult a GO(QZ\H 1) est surjective et on a la compo-

sition suivante :
i mult| g,

mult|Go(QZ o) : GO(QZHJ—) —» Gy — " Gy

|
Ainsi mult : Gy — Gy, est surjectif.

On peut a présent généraliser au cas ot W =< eq,...,ep > avec h < g. Ainsi, d’aprés

le lemme 3.2.4 on sait qu’il existe h plans hyperboliques 111, ..., IT; tels que

V=L &..0H,) o 0L .. eIl

Notons & présent IT = ITy @ ... @ I, et I+ = (II; & ... @ II)*. Soit M; € GO(QZmi)'
Comme précédemment, toute matrice M dans Gw = {M € GOg|Me; = ¢;Vi € [1,h]}
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s’écrit de la fagon suivante :

1
mult(M)

mult(M)

M,y

Lorsque W n’est pas totalement isotrope, on sait qu’il existe e;,eq € Vy tels que

Yy (e1,e2) # 0. Par conséquent, pour tout matrice M € Gy on a

{W(MQ,M@) = 17 (e1, e2),
i (Mey, Mey) = mult(M )iy (e1, e2).

On déduit, grace aux deux égalités précédentes que mult(M) = 1.
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Chapitre 4

Invariant v(A) pour tout produit de

variétés abéliennes de type 1, 11 ou
IT1I

L’objectif de ce chapitre est de prouver la conjecture 0.0.1 sous I'hypothése que la
variété abélienne est pleinement de type Lefschetz. Donnons tout d’abord une philosophie
générale de cette conjecture. On rappelle que G, = mzar C MT(A)®Qy. Ainsi, I'étape
initiale serait de regarder le groupe de f-torsion et d’étudier le degré de 'extension qu’il

engendre. On obtient alors, & indice finis prés, borné uniformément :

dim Gy

[K(A[0) : K] =< #G(Fy) < ¢3mGe — 4 A[f]7dm 4,

2dim A 2dim A
Donc ~(4) > dimG; = dim MT(A)"

Dans le cas ot A est isogéne a Hle A’ on obtient

2 Zie[ n; dim Az

7(4) 2 max -~ MT(A)(Af)

=:0(A),

ou I C{1,...,d} est un ensemble non vide et A; = ]2, A;.

On peut sans aucun probléme passer aux points de ¢™-torsion pour tout entier non
nul n. L’objectif est donc de prouver que lorsque A est pleinement de type Lefschetz,
v(A) = 1(A). On remarque que si A ne vérifie pas la conjecture de Mumford-Tate on
obtient une inégalité stricte : y(A) > y0(A).

Remarquons également que nos résultats s’étendent aux extensions finis de Q (voir
| | et | |) mais nous n’avons pas rédigé cette extension.

Détaillons & présent les différentes étapes a suivre afin de déterminer 'invariant y(A).
Tout d’abord, grace au critére d’indépendance des représentation ¢-adiques de Serre, on

peut se restreindre a I’étude des sous-groupes finis de A[¢*°]. On se rameéne alors a I’étude
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de 'invariant 74(A) (que 'on notera v(A) afin se simplifier les notations) défini comme

suit :

v(A) =inf{x > 0|VH C A[(>|, |H| < [K(H) : K|*}. (4.1)
De cette définition on peut tirer ’équivalence suivante pour tout sous-groupe H de

Afl=°] :

. log, |H |
H| < [K(H): KD = q(4) 2 a7

On remarque alors que les deux valeurs qui interviennent dans la détermination de v(A)
sont le cardinal du sous-groupe H et le degré de l'extension K (H) sur K. Ainsi, la preuve
se divise naturellement en deux étapes : dans un premier temps, on détermine ces deux
quantités, et ensuite, grace a des méthodes combinatoires, on obtient l'invariant y(A).

Le cardinal du sous-groupe fini H se détermine sans difficulté particuliére. Cependant
le degré de lextension K (H) sur K est plus difficile & déterminer. Dans le chapitre 3, on
développe toute la théorie des représentations ¢-adiques galoisiennes qui nous permet de

décomposer ce degré de la fagon suivante :
[K(H) : K] = (Hg(A)(Z) : G(H)) - 6(H).

L’objectif de ce chapitre sera d’expliciter chaque terme. Gréace a la propriété dite “pro-
priété p” (voir section 3.2), on détermine la valeur de 6(H). En utilisant les lemmes de
comptages, développés dans le chapitre 2, on estime l'indice du stabilisateur G(H) dans
Hg(A)(Z¢). La deuxiéme étape de la preuve utilise des méthodes combinatoires pour dé-
terminer l'invariant y(A) que l'on détaillera a chaque étape.

Notations : Dans le but de simplifier les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
la variété abélienne A, on notera pour tout £ ¢ S

— Ty

— Vi =T, ®z, Q;

— Te=TI\eTxet Ve =115, Vs

— Lorsque A est de type I on a Ty =Ty et V\ =Vy;

— Lorsque A est de type [l oulllon a 7Ty =Ty @® Ty et Vy = Vy & V.

Donnons & présent les notations modulo ¢

— Al =T, /Ty = HAM Tx/CTy, remarquons que (O = e

— Notons Ty[¢] = Tx/¢T), ainsi si A est de type I on a A[f] =[], Ta[(], et si A est
de type Il ou IIl on a A[¢] = [T, TA[{] & TA[].

Maintenant on se concentre sur le cas d’un sous-groupe H de A[{] lorsque la variété

abélienne est de type II ou III.
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— H:H,\MH)\@H)\» ou Hy C TA[E];

Hypothéses : Tout au long des deux sections suivantes, on supposera que la variété
abélienne A est définie sur un corps de nombres K telle que I'anneau des endomorphismes
définis sur K est égal a4 Panneau d’endomorphismes définis sur K, on le notera End(A).
On suppose également qu’il est un ordre maximal dans End(A) ® Q. De méme, on suppose
que le sous-groupe H est stable par End(A). Le corps de nombres K est tel que le groupe
Gy est connexe et les représentations f-adiques sont indépendantes. En effet on remarque
que, quitte a remplacer A par une variété abélienne isogéne A’ et K par une extension finie

K, ces hypothéses sont satisfaites.

4.1 Variétés abéliennes simples de type III

On considére une variété abélienne A définie sur un corps de nombres K simple de
type III et de dimension g = deh (dans notre cas d = 2). On note G le groupe absolu de
Galois. Soit ¢ un nombre premier tel que £ ¢ S (voir définition 3.1.3).

Le but de cette section sera de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1. Soit A une variété abélienne simple de type III, dont le centre de [’al-
gébre d’endomorphismes est un corps de nombres totalement réel E de degré e = [E : Q],
avec d = \/[End°(A) : E] = 2 et h la dimension relative de A. On suppose que A est

pleinement de type Lefschetz, alors on a

(4) = 2dhe B 2dim A
T T T e@r2—h) ~ dim Hg(A) + 1

Remarque. Etant donné que EQ Qp = HW Eyonae=[F:Q]= Z)\M[E)\ : Q¢]. Supposer
que A est de type Lefschetz est équivalent &

Hg(A)g, = [ [ SO20(0x) = [ | Resk, jq, 50215, -
Ae Ae

On peut déduire de ’égalité précédente la dimension du groupe de Hodge de A :

2h(2h — 1)

5 = e(2h* — h).

dim Hg(A)g, = Z[E)\ : Q]
Al

Preuve. La preuve sera divisée en deux parties. Chaque partie est divisée en ’étude,
dans un premier temps, du cardinal du sous-groupe H et ensuite de la détermination de
[K(H) : K]. A la fin de chaque partie une étude combinatoire est faite dans le but de

déterminer l'invariant y(A).
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1 - Casou H = H/\IZ H), @ Hy, C A[¢] On suppose que le nombre premier ¢ n’est pas

totalement décomposé, par conséquent e =3y, f(A) # 1 ott f(A) est le degré résiduel de

A au dessus de ¢ (et VA|€ on a e(A\) = 1). On rappelle les diagrammes suivants :

To(A) ~ Z7 TA(A) ~Z3  To(A) = [[ TA(A) ®o, Og, (4.2)
Al
OE'@ O)\
Z@ Zé

Etant donné que A est de type III, on a Ty(A) = Tx(A) @ Tr(A). Par passage au
quotient, on a A[{] = Ty(A)/{T(A).

All) = T[(TA(A) /LT3 (A)) ®o, jeo, (Or,/tOR,) (4.3)
A

Ou TA(A)/€TA(A) = TA[€] & Ta[£].
Soit H C A[{] alors H = [[,Hx = ]I, Hx ® Hx. Notre but est de déterminer

I'invariant v(A) donné par 'inégalité suivante, & constante multiplicative prés,

. log, | H|
H| < [K(H): K'Y = (4) 2 (a1

(4.4)

Cependant on va se concentrer plus particuliérement sur les sous-groupes H), étant donné
que la variété abélienne est de type III, on sait que H) = H) @ H) se décompose en la
somme de deux copies. Par conséquent, pour obtenir notre invariant global on devra a la

fin multiplier notre résultat par d = 2

Cardinal de H Déterminons le cardinal de H lorsque H =[], Hx® Hx C A[{], on
note ry = rgr, Hy tel que 0 < ry < 2h. Ainsi on déduit que

rogg,H =2- ZT‘Q]F)\H)\ =2 Zf()\)m.

¢ ¢
Ainsi

’H’ — gQ'ZM@ fra _ Ed'zk\éf()‘)U.

Détermination de [K(H) : K] En effet, grace a la propriété p (définition 3.2.1), on

sait qu’il existe un entier m, associé au sous-groupe H tel que
K(H) N K (pug) < K (pugm).
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Ainsi, pour tout sous-groupe H C A[{] on a le diagramme 4.1 ot K (H) N K (uy) est égale
a K oua K(up).

K(A[4)

/ \

K(H) K (pe)
\ /
K(H) N K (pe)
|
K

FIGURE 4.1 — “Propriété p”

La proposition suivante est une reformulation de la | , Proposition 7.3 adaptée

a notre cas

Proposition 4.1.1. Soit A une variété abélienne simple de type III définie sur un corps

de nombres K. Alors

= HT)\ @ T.
¢

On pose A[A\| = T»/lT), alors

1. Pour tout A|¢ et tout Hy C A[)], il existe un entier my tel que

K(Hy) N K (o) < K (prema);

2. on a lidentité

Gal(K (A[0) /K (=) ~ [ [ Gal (K (A[N) /K (1)).
pYV4

Alors si m := maxy my, pour tout sous-groupe fini H = HAM Hy), ® Hy, C A}/, on a
K(H) N K(;Lgoo) = K(ﬂgm) et

[K(H) : K (pem)] >< [[IK(Hy) : K (pgmy)-
e

Cette derniére proposition peut étre illustrée grace au diagramme 4.2 :
Grace au diagramme 4.2 et aux lemmes 3.2.2 et 3.2.3 on a, & indice fini prés, les
équations suivantes (voir section 3.2) :
[K(H): K] = [K(H): K(uem)][K(pgm) : K]
— (Hg(A)(F,) : G(H)) - 5(H).
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FIGURE 4.2 — Proposition 4.1.1

De plus, grace a la proposition 4.1.1 et au fait que H = HAIZ H), ® H), on obtient

I’égalité suivante a indice fini prés :

(Hg(A)(Fy) : G(H)) = [ [(Hg(A)(Fx) : G(Hy)). (4.6)
Y

Le but a présent sera donc de déterminer pour tout A|¢ la valeur de

(Hg(A)(Fy) : G(H))) (4.7)

On sait que, pour tout nombre premier ¢, on peut estimer la valeur de I’équation (4.7).
Ainsi, on déduit grace au lemme 2.1.10 la valeur précédente, a des constantes multiplicatives

preés,

(Hg(A)(Fy) : G(Hy)) >< ()0 G0,

et par conséquent

(Hg(A)(Fy) : G(H)) >< H(lﬂﬁ‘)\)COdim G(H))
I\l
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Ainsi, d’aprés 1’équation (4.5) on a

[K(H) : K] > (2220 S Q) codim GUL) 5pp),

_ 2
ot d’apreés le théoréme 2.1.5 on a codim G(H)) = %.

De plus, 6(H) = ¢°, ainsi

[K(H) : K] < (2210 f(3) codim GUHA)+ (4.8)

On réalise & présent une étude combinatoire afin de déterminer notre invariant y(A).
En effet, pour tout H C A[/] on a

‘ log, |H|
H < [K(H): KPP = q(4) 2 (a7

Ainsi, étant donné que 'on prend en compte les deux copies de H) on a, pour d = 2

S (A) = max (o),

oit 7 = (rx)¢ et ot la fonction ¢ est définie comme suit :

. Zw FN)ra
0+ e f(A) codim G,

L’idée est donc d’étudier le maximum de cette fonction lorsque r) varie, pour cela on

Y(r)

va séparer I’étude en deux parties.

1. Dans un premier temps, on considére le cas ot H) est contenu dans un espace iso-
trope maximal, ainsi 0 < ) < h (car un sous-espace isotrope maximal de A[)] (de
dimension 2h) est de dimension au plus k) pour tout A\[¢ et 6(Hy) = 1. On a alors
§=0.

2. On suppose ensuite que H) n’est pas contenu dans un espace isotrope maximal ainsi
d(H)y) = ¢ et par conséquent § = 1. Ainsi, on obtiendra le maximum de la fonction

1) en comparant les maximum obtenues dans ces deux cas.

On étudiera la fonction suivante :

A
¢(£) = Z)\M f( 4)}:3\1 12

o e f Y

Premier cas 6 =0 On considére la fonction

. Z)\w JFN)ra
a 2o FO) (=73 +7a(4h — 1))
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Apreés une étude de fonction, on constate que 1 est croissante et atteint son maximum

lorsque 7y = h. Ainsi,

2
 3h—1'

max
T)\E[O,h]

Y(r)

Deuxiéme cas § =1 On considére la fonction

_ 22)\|g f()\)r)\
2+ e FN (AR — 1) = 13)

Aprés une étude de fonction, on constate que v est croissante et atteint son maximum

Y(r)

lorsque 7y = 2h. Ainsi,

2eh
’mlél[%éh} vlr) = 1+ 6(2h2 —h) ‘

Conclusion Finalement, on détermine le maximum de la fonction 3 :

max (r) = max < 2 2eh ) 2eh
X

3h—1'1+e(2h2—h)) 1+ e(2h2—h)

On revient au point de départ et on obtient que pour d = 2

1 2eh
— A = = -
VA = maxn) = e gy
donc
2deh 2dim A 2dim A

v(4) = 1 +e(h2—h) 1+ dimResggSOs,  dimMT(A)’

Remarque. On remarque que lorsque H C A[{] et que ¢ est totalement décomposé, il suffit

de remplacer e par 1 et on obtient bien le résultat prévu.

2 - Cas général ou H C A[(*°] Dans le but de prouver notre théoréme dans le cas

général, on doit introduire quelques notations concernant le sous-groupe H. On rappelle
que A est une variété abélienne simple définie sur un corps de nombres K de dimension
dim A = g = deh ou d=2 dans notre cas car A est de type III.

Soit H C A[¢>], alors il existe un entier non nul n tel que H C A[¢"]. Dans le but de
déterminer 'invariant «(A), on devra, dans un premier temps, déterminer le cardinal du
sous-groupe H et ensuite la valeur de [K(H) : K].

Etant donné que A est de type III, on a la décomposition suivante :

H=]]Hr ouVAlona Hy=H®H,
AJe
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On remarque que T, = HAMT/\ @ Ty et Hy C T)/0"Ty\ = T,[¢"]. Ainsi, grace a
'existence d’une base de T}, pour tout A/, on a :
ta [2)

Hy, = [[(2/05 )7 ~ T[(02/0m03) %,

i=1 i=1
ou 1 <ty < 2h, f(A) est le degré résiduel de A par rapport a £ et 1 < mt; <. < m}\ est

une suite d’entiers strictement décroissante.

Cardinal de H En effet
[ [5Y
rgg, Hx =Y an; et rgp, Hx=f(\)- ) axi
i=1 i=1
ainsi,

[Hy| = 6/ Z2  nam,

Etant donné que H = HAlZ Hy® H),,ona

t i
rgp, H = d-rgp, Hy et par conséquent |H| = (e AN E 2y iy
Notons ay; = da, ;, alors
[2)
loge [H| =Y > f(N)axim). (4.9)

Al i=1

Calcul de [K(H): K| En effet, grace a la propriété u (définition 3.2.1), on sait qu’il

existe un entier m, associé au sous-groupe H tel que
K(H) N K (pg) < K (puem).
Ainsi, pour tout sous-groupe H C A[¢{*°], on a le diagramme suivant

K(A[e])
- ~
K (g )
—

FIGURE 4.3 — “Propriété u”
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La proposition suivante, adaptée a notre cas, est une reformulation de la | ,

Proposition 7.3].

Proposition 4.1.2. Soit A une variété abélienne simple de type III définie sur un corps

de nombres K. Alors

T, = HT,\ & T,.
Al

On pose A]A®] = U, A[N"] ou A[A"] = T»\/0" T}, alors

1. Pour tout \|€ et tout Hy C A[N"], il existe un entier my tel que
K (Hy) N K (pese) < K (pgma);
2. on a l'identité

Gal(K(A[6®))/K (o)) = [ [ Gal(K (AN®])/K (e ).
YV

Alors si m := maxy my, pour tout sous-groupe fini H = HAV H), ® Hy C A[*] on a

[K(H) : K (pgm)] >< [ [[K(Hy) : K (pemn))-
A

Cette derniére proposition peut étre illustrée grace au diagramme suivant :
Grace au diagramme 4.4 et a la propriété u (lemme 3.2.1), on obtient 1'égalité suivante
a indice fini preés
K(H): K] = [K(H): K(uen)]K (en) : K]

(4.10)
= (Hg(A)(Ze) : G(H)) - 0(H).

De plus, grace a la proposition 4.1.2 et au fait que H = HAM H), ® H), on obtient

I’égalité suivante & indice fini prés :

(Hg(A)(Zy) : G(H)) = [ [(Ha(A)(Oy) : G(H)). (4.11)
Y

Le but a présent sera donc de déterminer, pour tout A|¢, la valeur de
(Hg(A)(On) : G(HN)). (4.12)

Pour cela on utilisera le lemme 2.1.10 qui est une variante de la version A-adique du | ,
Lemme 2.3]. On va donc définir nos stabilisateurs G(H,) comme dans le cas précédent.

On introduit & présent pour tout A|¢ et tout ¢ € [1,¢5] les sous-modules W; de T} tels
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K(A[e>])

FIGURE 4.4 — Proposition 4.1.2

que :
Wi — (20" Z) PVers
et dim Wz = f()\)aM.
Ceci nous permet de donner une décomposition de T, :
tx
T\ = (Pw)ew.
i=1
On introduit les sous-groupes V; définis comme suit :
ty—(i—1) . ta—(i—1) X
Vii= [ @peszy/®oe =~ TT (0x/em05)™

k=1 k=1

tels que Vi, C ... C V4.

Notons f/, ses relevés dans Ty. On définit alors

tx—(i—1)
Ti =180, V= Z Q) k-
k=1

Soient Gf/i les stabilisateurs de VZ Voici le lien entre ces stabilisateurs et le stabilisateur
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G(H)) e
G(H)) = {M € G(0)), M € Gy, mod (™ " Vie[LH]}

Dans le but d’utiliser le lemme 2.1.10, on doit connaitre la codimension des stabilisa-
teurs Gy, C GOgy, pour cela on utilise le théoréme 2.1.5. Ainsi, pour tout Al et ie[1,t\]
on a :

2h(2h —1) 17
di:f—dlmGVi:@h—f——)-m,

en particulier, on a
di _ T'Z‘(4h —21 — T'Z‘).

_ (2h—r))(2h—r;—1)
- 2

Rappel : dim GVZ- car codim V; = 2h — 7.

D’aprés le lemme 2.1.10, on sait que, pour tout nombre premier £, on a I’égalité suivante,

& des constantes multiplicatives prés
t ty—(i—1) ty—(i—1)+1
(HE(A)(O0y) : G(Hy) e /) Tkt~ omip 0707
Revenons maintenant au cas initial, grace a 1’équation (4.11), on trouve que

(Hg(A)(Z0) : G(H)) = [ [(Hg(A)(O)) : G(H)),
Al

par conséquent
t ty—(i—1) ty—(i—1)+1
(Hg(A)(Zy) : G(H)) < (2xe /N DiZy dilmd 7 —m ), (4.13)

De fagon équivalente, on a

log,(Hg(A)(Z¢) : G(H)) = Y F(N) Y di(m ™Y —md =707 o),
Al i=1

: 1
par convention m§*+ =0.

Ainsi, lorsque 'on réinsére notre résultat dans I’équation (4.10), on obtient

(K(H) : K] e (5N FO) Eikydi(md ™0 oma =608 5y

L’idée est a présent d’obtenir une minoration de 6(H ). Pour cela on introduit les deux
entiers my et hy définis de la fagon suivante :

— On dénote par my 'entier maximal my > 1 tel que 3P, Q) € H d’ordre {MH et

tels que e (™F~LP fmHE=1Q) € py. Siun tel my n'existe pas on dira que my = 0;

— On dénote par hy l'entier minimal dans [1,,] tel que m"# < mp, dans le cas ou

mpg = 0 on dira que hg =ty + 1.
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On rappelle que l'on a les inclusions suivantes : G\71 C..C GVz R On associe a chaque
stabilisateur I'entier dy ; pour i € [1,¢5] et A|¢ qui vaut soit 0 soit 1 en fonction du fait que
‘A/i soit contenu dans un espace isotrope maximal ou pas. Etant donné que VtA C..C Vl on
remarque qu’a partir du moment ot 'un des Vi nest plus inclus dans un espace isotrope
maximal, on aura dy; = ... = dy1 = 1. Cette relation peut se traduire, en fonction de

Ientier hy défini précédemment, de la fagon suivante :

5)\’1 =..= 5>\7t)\+1_hH =1 et 6)\,t)\+1—(hH—1) =..= (5)\7“ =0.

En effet, les entiers m et h ont été introduit de sorte que §(H) > " On remarque

que Ion peut exprimer m”# en fonction des 0 de la fagon suivante :
tA . .
mhe — Z(mf\xf(%l) . m?*(lfl)Jrl)(S)\’i'
=1
Ainsi, grace au lemme 3.2.1, on déduit I'inégalité suivante & indice fini prés :

ty ty—(i—1) ty—(i—1)+1
g di(my —my ) ypmMH

[K(H) : K| > 230/ 2= o

dOHC
ty—(i—1) ty—(i—1)+1
>\>\ (@ m}\,\ i )

(K(H) : K] > (20 Sidi FNditdx)(m

On utilise & présent des arguments combinatoires, suivant le méme raisonnement que

dans le paragraphe 4.2 de | |. On a I'équivalence suivante :

‘H‘ = éZMf Z:il f(A)a)\,imi < [K(H) . K]'Y(A) —

Z)\M 2221 FN)aximy
S 2 FO(d; + 8x0)(m 0D D

v(A) > max

On rappelle que ay; = day; o d = 2.

Ainsi, en modifiant le dénominateur on obtient

Soae ity F(Naxim) }

7(A) > max .
{ PV Sy FOmMA (diy 15+ Oxgyr1—i — diy 125 — Onty42—0)

. . t
Le maximum est pris sur my* < ... < m&, on pose

M= max 2ol Sy F(N)anmd,
myzezmi | 2y ST SO (g 41—i + Oxty41—i — diyp2—i — Oxty+2—i)
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Gréce au lemme 2.8 de | |, on a

M— max Z,\w 25:1 f(N)ax
1=kt | 330 by FO iy g1 + gy g1 — iy g2-i — Oxgyy2-i)

Par convention, on a di, 41 = 0 = 0y ¢, +1. On remarque que

Kk
Tt\+1-k ‘= 180, Viot1-k = ZCL,\,i-

i=1
Apreés simplifications, on obtient :

Z,\Vg FOT 41—k
M = max .
1<k<ty | 2oaje SN (di 41—k + Oagy+1-k)

Quitte a changer les indices, on peut supposer, sans perte de généralités que 6(H) = §(H)y)
pour une place X fixée au dessus de £. Ainsi, YA|( telle que A # X on a )4, 41—k = 0 pour
tout k € [[1,t,\]. Ainsi,

M~ s { 2one SNty +1-k } ‘

L<k<tn | Oty 41—k + 2onje S (A dey11-k

Le maximum sera pris en fonction des valeurs prises par dy ¢, +1—%. En effet, deux cas
se présentent :

— Sil<k<hgalorsty+1—k € [ty +2—hpy,ty] et par conséquent oy ¢,, 11, = 0.

— Sihy <k <tyalorsty+1—k € [1,tx+1—hy] et par conséquent Sy ¢, 411 = 1.

On voit donc que ce maximum n’est autre que

M= max{ 2oae ST 1-k 2o F)TH 41k } |

max ,  max
1<k<hpg Z)\w f()\)dt,\—',-l—k: hp<k<tx 1+EA|éf()‘)th+1—k

On rappelle que

d C rogi-k(dh =1 =1y 11 p)
tat+1—-k — 2 .

Posons alors

Z,\Vg FO) 41—k
Z)\M f()\)TtA+1—k(4h*21*TtA+1—k)

1 (Tt,\-i-l—k) =

et
e SNty vk

1 $oy () st B

fa(rigp1-k) =

ainsi,

M = max<{ max T _ max r _ .
{1<k<hH fi(re,+1-5) o max fa(rey+1 k)}

100



CHAPITRE 4 4.2. PRODUITS DE VARIETES ABELIENNES

Une étude de fonction nous permet de déduire que les deux fonctions f1 et fo sont
croissantes sur leur intervalles de définition. Par conséquent, elles atteignent leur maximum
en 1y, 11— = h et 74, 41 = 2h respectivement. En effet, lorsque un des V; est contenu
dans un espace isotrope maximal on remarque que son rang est au plus h. Le cas maximal

pour fy correspond au cas ou H = A[¢(*°]. Ainsi

M = ma 2 2eh
T B eh@h— D)+ L[

On peut & présent se ramener a la fin du premier cas de la preuve. On remarque que le

cas ou H C A[(*°] se réduit au cas ot H C A[{]. On conclut alors que

(4) = 2(2eh) B 2dim A
= h@h—1) + 1 dim Hg(A) + 1

4.2 Produits de variétés abéliennes

Grace aux résultats de Ichikawa | | sur le groupe de Hodge d’un produit de variétés
abéliennes, de Lombardo | | sur le groupe f-adique du méme produit et de Hindry et

Ratazzi | | on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1. Soient Ay, ..., Ag des variétés abéliennes deux & deur non isogénes. On
suppose que chaque A; est pleinement de type Lefschetz (i.e. Ho(A;) = L(A;)q,) et de type
I, I ou III. Alors

d d
Hg (H Ai) = [ [ He(A),
i=1 i=1
d d
Ve, Hy (H AZ-) = [ He(4).
=1

i=1
Preuve. En effet, ce résultat suit | , Théoréme 4.1], qui peut se généraliser & un
produit de d variétés abéliennes simples, pleinement de type Lefschetz et de type I, II et
III. Le seul point & expliquer est la condition 3 de ce théoréme. Dans | , Remarque
4.3], auteur explique tous les cas ou la condition 3 est satisfaite. En effet lorsque A; est
une variété de type III, 'algebre de Lie h; est de type Dy. Ainsi, étant donné que £ # 4 on

conclut que la condition 3 est toujours vérifiée.
O

Reprenons & présent la | , Proposition 7.3] adaptée a notre cas, on rappelle
que d; = 1 lorsque A; est de type I et d; = 2 lorsque A; est de type II ou III. Notons
Iy ={(i,\),i € {1,...,d} et X est une place du centre de End(4;) ® Q au-dessus de ¢}.
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Proposition 4.2.1. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K

isogene sur K a H?:Z- A;. Alors

d

Te(4) = P Te(A) = D (P Ta(A)") = D TaA)™.

i=1 =1 At (i)EL
On pose A;[A°] = U, Ta(Ai) /0" TA(As), alors

1. Pour tout (X, i) € Iy et tout Hy; C A;j[A°], il existe un entier my; tel que
K(Hk,i) N K(MZW) = K(Mgm,\,i);
2. on a l'identité

Gal(K (A[E®)/K () = [ Gal(K(ADN)/K (ne)).
(A\i)ely

Alors si m = maxy ; my;, pour tout sous-groupe fini

d;

H= H (@HM)CA[W’}

()\,i)elg k=1

on a K(H)N K (o) < K(puem) et

[K(H) : K(uem)] >< [] K (Hxa) s K (pgma)].
(Ni)el,

Cette derniére proposition peut étre illustrée grace au diagramme 4.5 suivant :

4.2.1 Produit de variétés abéliennes de type III

Dans la section 4.1, on a introduit le théoréme 4.1.1 qui détermine 'invariant y(A)
pour toute variété abélienne A simple, de type III et pleinement de type Lefschetz. On
peut également énoncer un théoréme semblable pour une variété abélienne A/K isogéne
sur K & H?:i AT ot n; > 1 pour tout i et les A; sont non K-isogénes deux & deux,
simples, de type III et pleinement de type Lefschetz. Soit ¢ un nombre premier tel que
¢S =U;Sa,.

Théoréme 4.2.2. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne
sur K a Hf:i Al On suppose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type IlI,
pleinement de type Lefschetz et non K-isogénes deur a deur. Pour tout i € [1,d] on a

n; > 1 et on note dim A; = g; ot d; = 2 (car toutes les variétés abéliennes sont de type
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K(A[e])

FIGURE 4.5 — Proposition 4.2.1

III), e; = [E; : Q] et h; est la dimension relative. Alors on a linvariant suivant :

2% n,; dim A, 254 ndieih;
v(A) =  max { Z.lel M I } = max 2izi" 2 )
0#1c{1,...dy | 1+ dim Hg([[;c; A) 0AIC{L,dy | 14D, crei(2hy — hy)

Remarque. — On rappelle que Hg(]_[id:i AM) = Hg(]_[id:i A;), voir | | pour plus de
détails.

— La preuve de ce théoréme ressemble au deuxiéme point de la preuve concernant
I'invariant v(A) pour une variété simple de type III. La méthode sera la suivante :
dans un premier temps, on déterminera le cardinal d’un sous-groupe H de A[(*°].
Ensuite, on calculera le degré [K(H) : K| et on conclura la preuve en utilisant
des techniques combinatoires pour déterminer l'invariant v(A) (lorsque A est un

produit de variétés abéliennes de type III).

Avant de commencer la preuve du théoréme 4.2.2 il est important de présenter le

contexte général dans lequel on se situe.

Contexte

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne sur K a
Hf:i Al Pour tout ¢ € [1,d], on a n; > 1 et on note dimA; = g; = dje;h;. De plus
on suppose que les variétés abéliennes A; sont simples de type III, pleinement de type

Lefschetz et non K-isogénes deux a deux.
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Soit H C A[¢*] alors H = H?:i H." ou pour tout ¢ € [1,d] on a H; C A;[¢>°] (voir
[ , Paragraphe 4.2|).

Dans le but de déterminer 'invariant v(A) on devra, dans un premier temps, déterminer
le cardinal de chaque sous-groupe H; pour obtenir ainsi, le cardinal de H C A[¢*°]. Ensuite

on déterminera la valeur de [K(H) : K].
Soit i € [1,d], on sait qu’il existe un n € N* tel que H; C A;[¢"], on a Vi € [1,d]

H; =[] (4.14)
A¢

ou Vi € [1,d] et VA| on a
Hyi = Hy; ® Hy,,

car tous les A; sont de types III.
Remarque. On remarque que pour tout i € [1,d], on a Ty(4;) = HW Ta(A;) @ Ta(4).

Introduisons & présent I’ensemble suivant
Ip:={(\i),i € [1,d] et X est une place de End°(A;) au-dessus de ¢}.

On peut réécrire le sous-groupe H de la fagon suivante :

H= ] .
(M)l

Notre but, dans un premier temps, est de déterminer le cardinal de H. Pour cela, on
étudie son structure plus en détail. On se concentrera d’abord sur les sous-groupes H) ;,

puis sur les sous-groupes H;, et on conclura avec le sous-groupe H.

De plus, grace a 'existence d’une base de Ty (A4;) pour tout (A7) € Iy on a

txi ' tai )
Hy; = [[(@/ 7 2)%57™ = TT(Oni/0™ Ox)%,
j=1 j=1

oit 1 <ty; < 2h;, f(A) est le degré résiduel de A par rapport a £ et 1 < mini < ... < ml.
En effet, a; et m? dépendent tous les deux de (\,i) € Iy, cependant pour simplifier

I’écriture on gardera cette notation.

Cardinal de H En effet

ta,i tx,i

rge, Hao= Y o et rgp, Hyi=f(N)- ) oy,
j=1 i=1
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ainsi,
tA,i o d
|H>\,i| — gfo\) E:j:1 Qjme

Etant donné que H; = HAIK H)y,;® Hy; on a
tai s
rgp, Hi = d; -1gp, Hy; et par conséquent |H;| = 2nie 4T N 22 egm?.

Ainsi,

d
i =[] 1™
i=1

o S i) S agm (4.15)

_ éZ(A,i)ele Z;éi(nidiaj)f()‘)mj‘

Notons 'entier a;; = d;n;a; qui dépend en fait de (X, 4) € I, mais pour facilité des

notations on ne le ferra pas apparaitre. On obtient ainsi,

txi

log, |H| = Z Zaijf()\)mj ol a;j = dinjaj = 2n;q;. (4.16)
()\,i)elg 7j=1

Calcul de [K(H) : K] En effet, grace a la propriété p (voir section 3.2), on sait qu’il
existe un entier m, associé au sous-groupe H tel que K(H) N K (ppo) =< K(pem). Ainsi

pour tout sous-groupe H C A[(*°] on a le diagramme suivant

FIGURE 4.6 — “Propriété u”

Grace au lemme 3.2.1 et & la proposition 4.2.1, on obtient 1’égalité suivante a indice
fini pres :
[K(H): K] = [K(H): K(pen)][K (pem) < K]

(4.17)
= (Hg(A)(Zy) : G(H)) - 6(H).

De plus, grace a la proposition 4.2.1 et aux faits que Hg(A) = H?Zl Hg(Aj) et que
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H, = H/\M(H)\,i @® H) ;) on obtient les égalités suivantes a indice fini pres :

d
(Hg(A)(Zy) : G(H)) = | [(Hg(A:)(Ze) : G(H)))

1=1
d
= [T ]](He(A)(Ox,) : G(HA)) (4.18)
i=1 Al¢
= JI (He(A)(Ox) : G(HL,)).

(M),

Le but a présent sera de estimer pour tout (A, i) € I, la valeur de
(Hg(A1)(Ox;) : G(Hyy))- (4.19)

Pour cela on utilisera le lemme 2.1.11. On va donc & présent définir nos stabilisateurs
G(H»,).
On introduit & présent pour tout (X,7) € Iy et tout j € [1,ty ;] les sous-modules W; ;
de Ty (A;) tels que :
Wi — (207 7)TNes

et dim Wi,j == f()\)oz]

Ceci nous permet de donner une décomposition de Ty(4;) :

[2W
TA(4) = (P Wiy) e W',

Jj=1

On introduit maintenant les sous-groupes V; ; définis comme suit :

txi—(—1) . txi—(j—1) .
Vijo= [ @™z~ T (Oxi/0™ Ox)™
k=1 k=1

tels que Vi, , C ... C Via.

Notons Vi,j ses relevés dans Ty (A4;), on défini alors

tri—(G—1)
Tij =180, , Vij = Z ay.
k=1

Soient GVi ; les stabilisateurs de V” Voici le lien entre ces stabilisateurs et le stabili-
sateur G(H ) ;)

miri— (-1

G(Hy;) = {M € G(Oyx;), M € Gy, mod Ve, tadl-
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Soient (A,i) € Ip et j € [1,ty;]. On peut déterminer, grace au théoréme 2.1.5, la

codimension d; ; des stabilisateurs Gy, C GOay;.
K2V

2hi(2h; — 1)
2

L7y

di,j — — dim GVi,j = (2h2 — 5 7) *Ti5,

en particulier, on a
Ti,j(4hi —1- 'f'i,j)
5 .

Ainsi, d’aprés le lemme 2.1.11, on sait que, pour tout nombre premier ¢, on 1’égalité

dij =

suivante, & des constantes multiplicatives prés

XA g tai— =Dt = (=141
(Hg(A)(On) : G(H ) e 410 21 Sl " >
Revenons maintenant au cas initial, grace a I’équation (4.18) on trouve, & indice fini
pres :

(Hg(A)(Zo) : G(H)) = [ (He(A)(Oxs) : G(Hry)),
(A i)el,

par conséquent

i g i—(=1)_ i—(@=1+1
(Hg(A)(Z) : G(H)) >< 2=0ner, T 2520 di j(m'2im U A m ) (4.20)
De facgon équivalente, on a
tx,i
logy(Hg(A)(Ze) : G(H)) = Y f(N) Y dij(m™~ U7 —m™imU=D3) £ o(1).
()\,i)EI@ .7:1

Preuve (Théoréme 4.2.2). D’aprés I’équation (4.17), il nous reste a déterminer §(H), et
plus particuliérement on donnera une minoration de cette valeur.
Quitte a changer les indices, on peut choisir un sous-groupe H; C A;[¢*°] tel que
0(H) = 6(H)y, 1) ot A\ est une place au dessus de ¢ fixée. Ainsi, on fixe (A1, 1) € I, tel que
6(H) = 6(Hx, 1)-
L’idée a présent est de minorer §(H Al,l)a pour cela on utilisera la propriété p (voir sec-
tion 3.2). On introduit & présent deux entiers mpy, et thl,l définis de la fagon suivante :
— mpm, , est I'entier maximal tel qu’il existe P, Q) € H), 1 deux points d’ordre JARS R
tels que eg(KmHkl»lflP, EmH%l*lQ) € pe- St un tel mp, , n'existe pas, on pose
mm,, , = 0,

— hu,, , € [1,tx, 1] est 'entier minimal tel que /s < mp, (on rappelle que
mhil < < ml ainsi mPt < L < th*lvl < mHAl,l)’ lorsque mp,, , = 0 on
pose hHA1,1 =ty + 1

On définit les entiers d1,; pour tout j € [1,¢5, 1] qui valent 0 ou 1 en fonction du fait

que le module Vlj soit inclus dans un espace isotrope maximal ou pas. Autrement dit, on
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rappelle qu’on a la suite d’inclusions suivante :
‘/1,5/\1’1 C...Cc V1.

Ainsi, les hHM»l — 1 premiers modules Vita, oo VltA1,1+1—(hHA1 —1) sont inclus dans un

espace isotrope maximal, par définition de h H, 1+ €t par conséquent on déduit que

Oltr, g = o = 51,t,\1,1+1—(hHA1’1—1) = 0. (4.21)

Les derniers ty, 1 — (hHAl , —1) modules Vl% =R, e V11 ne sont pas inclus dans
: , 5

un espace isotrope maximal, ainsi

Obtay i41hp, | = =011 =1 (4.22)

On rappelle que l'idée est de minorer 6(Hy, 1) = 6(H), en effet on a la minoration

suivante :
2,1

hg
5(H,\1,1) >

On peut exprimer m/™ 1 de la facon suivante :
[PV
h (e (e
m Hyxi1 — E (mtﬁ,l (4 1)_mt/\171 (4 1)+1)51,j7

J=1

par convention m™i1+! = (.

- R " . h
Ainsi, d’aprés la proposition 4.2.1, on sait que m 1t < my, 1 = IMaxy;my;, par

conséquent on a pour tout (A, i) € Iy que

K(pgmai) C€ K(p

thH)‘l’l )7

on peut alors supposer que pour tout couple (A, i) # (A1,1), on a

dij =0 Vje[ltrl

Par conséquent on a

txi

thn,l — E E (mtk,i_(j_l) _ mtx,i—(j—l)'i‘l)gi’j'
(Ai)El, 1=1

Revenons alors & notre minoration. On a, & des constantes multiplicatives prés, I'inéga-
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lité suivante

t>\7¢—(]'—1)_mtx,i—(j—1)+1)5_

h X
m o _ P2=(e, ;2 (m " O(H). (4.23)

En regroupant les équations (4.20) et (4.23), on obtient la minoration de I’équation

(4.17) suivante, a des constantes multiplicatives prés

ty i o
[K(H) : K] > €Z<)\,i)€1[ Zjil(mtA’Z G=1)_ptai—U 1>+1)(f(>\)di,j+5i,j)’

ou de fagon équivalente

Ixi
loge[K(H) : K] > > > (m» 070 =G0 (£(N)d; 5 + 6i5) + O(1).
()‘77:)616 j=1

Cependant, par un changement de variable (k =ty ;—(j—1)), on peut exprimer les sommes

différemment. Posons

bi,j = f()‘)(di,tkif(]’fl) - di,t%if(jfl)Jrl) + 6i,t>\,i7(jfl) - 5i,t/\,if(jfl)+1-

Ainsi
txi

log,[K(H): K] > > > mlb;+O(1). (4.24)
()\77;)Efgj:1

On s’intéresse maintenant a l’aspect combinatoire de la preuve.

On souhaite déterminer I'invariant v(A) lorsque A est un produit de variétés abéliennes
de type III. Ainsi

. log, |H|
H| < [K(H): KD = q(4) 2 a7

Donc, grace aux équations (4.16) et (4.24) on obtient I’équivalence suivante ot les m/
dépendent de (A, 1)

i j
H| < [K(H): K@ =  4(4)> max {Z(A,i)eu 2o iy f(A)m? } ‘

T 4
D nively 2o bigm
(4.25)

D’aprés le | , Lemme 2.7], on a la formulation suivante. Soient ¢ un nombre
premier et Iy = {(\,4),7 € [1,d] et A|¢} un ensemble. Pour tout (A,7) € Iy on a des entiers
tx; tels que j € [1,ty;]. Soient a; ; f(\) et b; ; des entiers strictement positifs qui dépendent
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du couple (A, 7). On a l'égalité

sup

mlz.“zmt)‘vi
(N\3)EIy

{Z(M cr, S ai i f(Nm } S ovrer, o aig f(N)

o, T I
. i 1<hxi<tx; T
Z()\,l)efg Zj 1 bZ Jm ()\,i;EIg ! Z()\,i)elg Zj:l bzvj

Montrons a présent que

hxi
D nijel, 2ojot aig f(N)
max

< y(A). (4.26)
<hy ;<ty; hxi -

lfu%eztf’ Z(A i)el, Z 103
On rappelle que

CLZ‘J’ = diTLiOéj = 21’Li0éj

bij = F(MN(dity ,—(—1) = dity i~ (—1)+1) T Oity ;—(G—1) = Oistr i~ (j—1)+15

avec
tri—(G—1)

rij(4hi — 1 —rij) 3
d@j = 9 avec Tij = Q.
k=1

On peut simplifier & présent le numérateur et le dénominateur du maximum considéré.

Numérateur
h/\,i hA,i
D D aifN =Y fWdini ) _aj,
(M)l j=1 (N\i)€EI, Jj=1
or Z] laJ Titxi+1—hy;-
Ainsi
hxi
ST N aifN = >0 FNdinrig, 1,
(Nielp j=1 (\i)el,
Dénominateur
hax,i
Z Zbi’j: Z (f(/\)divtA,iJFl*h/\,i+6i,tx,¢+1*hA,¢)7
(\i)ely g=1 (\DET,

or Y(A, i) # (A1,1) on a Vj € [1,t\;] que d; j = 0, ainsi

hi
Z Zbivj = 517’5A1,1+1_hHA1,1 + Z f()‘)diatx,i-l—l—h,\,w
(Mi)el, j=1 (Mi)ET
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ou hHA1,1 € [1,tx,1] et

Piait1—hy: (4 =1 = Tigy i41-hy ;)
di,tx,rl-l—h,\,z' = 9 .

Pour simplifier les notations on pose r; = 154, ,+1-h, ,, on obtient ainsi apreés simplifi-

cation
> oviver, f(A)dinir
max Ceh o s F (), (427)
*&5&27’ 51,t)\171+1*hH>\171 + Z(A,i)elg f)=—5—"
ou
d; =2
hxi

Ty = Z QL.
k=1

‘ Maintenant, il faut séparer ce maximum en deux en fonction de la valeur de (514,%’1“,;1 Haga
Etant donné que l'on a fixé le couple (A1,1) € Iy, on devra faire attention aux deux cas
possibles.
— Sil < hyg < huy, alors iy +1—hy € [ta1+2— thl,utM,l]] et par
conséquent 5i,t>\1,1+1—h,\1,1 = 0.
— Sihpy, < haa < tyalors iy + 1 =Dy € [1,ta,1+1— thl,J] et par

conséquent 5¢¢A1,1+1—hh,1 =1.

Soit
M = max max 2 Z(/\,z‘)e]l J(N)dinir;
(\)ele | 1<haya<hm, ZW)GQ FOri(dhi —1—1) [ .
4.28
> ovier, f(A)dinir;
max o ey .
hit aShaastaa (14370 hep, f)F—5—
Avant de majorer cet entier M, on modifiera un peu les sommes. En effet
d d
S =YY=
(/\77:)612 =1 )\|£ =1
oue; = [E; : Q.
Par conséquent, soit I C {1,...,d} on a
2 Ao
M = max max { >or eidinati } ’
I 1<haga<hmy, Soreiri(4hi — 1 —1;)
(4.29)

max ZI eidmiri
h <hy . <t ri(4hi—1-7;) ’
Hxy,1 =150 01 1+Zleif
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On souhaite majorer ’entier M, pour cela on prendra les maximums sur deux ensembles

différents. On sait que pour tout ¢ € I on a r; < 2h;, ainsi on note

A= {Z S I, 5i,t>\,i+1*h>\,i =1 Vh)\’l' € [[l,t)“i]] et t)\ﬂ' < th}.

On a alors

2 ZI eidmiri
ZI 6,'7”2'(4h7; -1 ’I"i) ’

4.30

>y eidingr; }} (4.30)

1+ Z[ e ri(4hi;1—7‘i)

M < max < max max
I I\A

max max
1 A

Montrons a présent que

2 ZI eidmin
ZI 617“7,(4]12 —1- T‘i) ’

4.31

> eidingr; } } (4.31)

max max
T A { 1+ Z[ 6irl(4h15177’1)

A) =
v(A) max{m?xr}l\ag(

Pour cela on introduit deux fonctions pg et p1. Notons n = (ny,...,nq), g = (91, .-, 9a)

et r = (r1,...,74), ainsi on pose

B 2 ZI e;d;n;r;
po(n, Q?z) - m?,x { Yopeiri(dh; — 1 —1;) 7

et

>y eidingr;
p1(n, g,r) = max I (-
= I {1 + ZI eiTz(4h121 Tz)

Proposition 4.2.2. On a linégalité suivante :

max{po(n, g,7), p1(n,g,7)} < v(A).

Preuve. Montrons dans un premier temps que p1(n, g,r) < v(A). Ou de fagon équivalente

que pour tout I C {1,...,d} on a

ZI eidinim

Ty, oty =74 (4.32)
1™ 2

Notons a présent v = v(A). En effet, montrer I'inégalité (4.32) est équivalent & montrer

la suite d’équivalences suivantes. On remarquera que 4h; — 1 —r; > 0 car r; € [1,2h;],

112



CHAPITRE 4 4.2. PRODUITS DE VARIETES ABELIENNES

hi > 1.

(432) Z[ eidmiri i ZI L‘;ﬂ/ (4hZ —1- T‘i) S 0
3>, 2mari — 2 — 37 egry(4hi — 1 —ri)) <0
S0y (BT — gipi(4hy — 1 —7i)) —2<0

Sop (eir? + eiri(24M — 4h; +1)) =2 <0

Tt

ZI eiri(ri + 72(1;%,- — 4h; + 1) —2<0

Question 4.2.1. Est-ce que r; + 24 ”1 —4h; +1<07

En effet
i+ 2 4h 4 1<0 = 2 <4h—1 -7y
2d i
— 4h; 71” ry — 7

Par définition de -y, on sait que Vi € I, on a

1+ 261}1@2 — €;G; ="
et par conséquent
Y.

2h; — 1+ efhi -

Rappelons que I'on souhaite montrer que 3 2dini < ~ pour cela il suffit de comparer

2h; —1+ ﬁ avec 4h; —1 —r;. Pour cela on sépare 1’étude en deux cas possibles. Supposons

que r; < 2h; — 1, ainsi

ri <2hj—1 =4h;—1—1r; >4h; +n; — 2h; + 1,
:>4hi—1—7“i22hi+77i+1,
$4hi—1—7“i22h¢+771+

eih;’
Supposons a présent que r; = 2h;. On remarque que I'on ne peut pas utiliser le méme
raisonnement qu’auparavant car 2h; — 1+ ﬁ > 4h; —1—1r; = 2h; — 1. Ainsi pour montrer

que 4}122[% < 7 on revient a la définition de ~. Soit I’ = {i € I,7; = 2g;}, on sait que

(4.32) <= Y eiri(ri+ 5

—4h; —1) —2<0
On sait que le terme de gauche de 'inégalité est négatif et peut étre majoré comme
suit :
ZI €Ty (’l“i + 72df‘ym — 4h,’ — 1) -2 < ZI’ €;r; (T‘i + 72dfym — 4hi — 1) -2
= 3 Hadinici 37, (4hZe; + 2hie;) — 2
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On déduit alors que le terme de droite est négatif si et seulement si

21/ 2hidmiei
1+ 211(2h?6i + hi@i

)SV'

23 nidiesh;

m} on remarque que la

Etant donné la définition de v = v(A) := max; {
derniére inégalité est vérifiée.

La réponse a la question 4.2.1 est que 'on a pour tout ¢ € [1, ..., d] et pour tout r; < 2h;
queri—i—%—élhmtlg().

Grace a cette réponse on obtient I’inégalité suivante, qui comme énoncée précédemment,

est équivalente a montrer I'inégalité (4.32).

Z eiri (’I“i + 2d;ni —4h; + 1) —2<0.
I

On conclut alors que
P1 (ﬂ7 g, z) = max{ ZI €Ny ; } < 5.

i(4hi—1—r;
I 1+Z]6ir( > r

Un calcul semblable nous permet de montrer que

221 eidmiﬁ'
_ < .
p0(27g7£) mlax{zleiri(élhi—l_ri)} =7

Détaillons ce calcul & présent. Montrer 'inégalité précédente revient 4 montrer que

pour tout I C {1,...,d} on a

ZI Zeidmiri
ZI 617‘1(4}% —1- T

) <. (4.33)
L’inégalité (4.33) est équivalente a

Zein(dei — ’y(4hi —1- Tz)) S 0.
I

Etant donné que 7; > 0 pour tout i, il suffit de montrer que 2d;n; —y(4h; —1 —1r;) < 0.

Ceci est équivalent & montrer que

Qdmi

dhi—1-7;

Or, d’aprés la question 4.2.1, on sait que cette inégalité est bien vérifiée. On conclut

alors que

2> eidingr; }
n,g,r) = max S .
po(n g ) { > reiri(dh; — 1 —r;) 7
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Par conséquent

max{po(n, g,7), p1(n,g,7)} < v(A).

Montrons que

2 b=

maX{pO(@vQ)ﬁ)apl(Eagvf)} = IHIaX { 1+ Z[ 2€Zh12 —e;h;

Ou, de fagon équivalente, montrons que

2 ZI e;d;n;r; Z[ e;din;r;
max 4 max max , INax max (Ahi—1—17)
I nA Zleiri(4hi—1—ri) I A 1+Zlei7ﬁ(lfl

= max 2y nidieihi )
I 1+ Z[ 2€zh$ —e;h;

Pour cela, on remarque que pour r; = 2h; le maximum est atteint. De plus on remarque

que pour tout r; < 2h;, on a

ZI eidmiri < 2 ZI n@dle@hz
(4hi—1—r;) — hHh2 B
1‘*‘2[62‘72(1#1 1—|—212€1hi —e;h;

Il nous reste dons & montrer que pour tout ¢ € I on a

2 ZI eidmiri < 2 ZI nidieihi
ZI eﬂ"i(4hi —1- Ti) 1+ ZI 2€ih? — €ihi.

Une étude de fonction nous permet de montrer que

2 ZI eidmiri < 2 ZI eldznlhz
Z[ eim(4hi -1 7“7;) - ZI e,;hi(4hi -1 hi)7
montrons donc que
221 eidinihi < 221 nidieihi
ZI elhl(?)hl - 1) 1+ ZI 2€lhl2 - eihi’

ce qui est équivalent & montrer

1+ Z(Qeih? — eihi) — Z eihi(?)hi — 1) <0,
1 I

ou bien

1= eh? <0
I
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Cette inégalité est vérifiée car e;h? > 1.

Remarque. Les seuls cas oul eih? = 1 correspondent aux cas ot ¢; = 1 et h; = 1. Ainsi le seul
cas possible est lorsque chaque A; est de type II. C’est le cas d’une courbe elliptique sans
multiplication complexe, ou bien une surface abélienne telle que son groupe de Mumford-
Tate soit GLsy. Or dans notre cas tous les A; sont des variétés abéliennes de type 111, donc

ce cas la peut étre exclu.

4.2.2 Produit de variétés abéliennes de type I, II et III

On introduit & présent un résultat analogue au | , Théoréme 1.14] concernant

I'invariant v pour un produit de variétés abéliennes de type I, IT et III.

Théoréme 4.2.3. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne
sur K a H?:i Al Pour tout i € [1,d] on an; > 1 et on note dim A; = g;. De plus, on
suppose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type I, II ou III, pleinement de type
Lefschetz et non K-isogénes deuz a deux. Pour tout sous ensemble non vide I C {1,...,d},
on note Ay := [[,c; Ai. On note e; = [E; : Q] ou E; = Cent(End®(4;)), h; = dim,q 4;.

On pose également

1 si A; de type I, 1 si A; de type I ou 11,
Y 2si A; de type II ou 111, — 1 si A; de type 111

Alors on a Uinvariant suivant :

2) iernidim A; 23 icrnidieih;
= m .
1+ dim He(] [, A1) PN+ e, 26002 + mieih

7(4) = max {

Remarque. — En effet, d’apreés | , Théoréme 1.6] (respectivement le théoréme
4.1.1) on connait l'invariant v(A) lorsque la variété abélienne A est simple de type I
ou II (respectivement de type III). De fagon plus générale, on connait cet invariant
lorsque la variété abélienne A est un produit de variétés abéliennes de type I et 11
[ , Théoréme 1.14] et lorsque A est un produit de variétés abéliennes de type
IIT (théoréme 4.2.2).

— La preuve de ce théoréme s’inspire de celle du | , Théoréme 1.14| développée
dans | , Paragraphe 7]. Cependant, la différence majeur avec cette preuve est
le fait que 'on ne se concentre pas sur la structure du stabilisateur comme cela a été
traité dans | |. En suivant les mémes techniques que celles présentées dans
les paragraphes précédents, on peut déterminer la codimension de ces stabilisateurs

(voir théoréme 2.1.7).
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— La preuve de ce théoréme ressemble & celle concernant l'invariant vy(A) lorsque A
est un produit de variétés abéliennes de type III. La méthode sera la suivante :
dans un premier temps, on déterminera le cardinal d’un sous-groupe H de A[¢*°];
on calculera ensuite le degré [K(H) : K|. On conclura la preuve en utilisant des
techniques combinatoires pour déterminer l'invariant v(A) (lorsque A est un produit

de variétés abéliennes de type I, II et III).

On séparera cette section en deux parties, la premiére sera consacrée a présenter la

situation et la deuxiéme & décrire la preuve du théoréme 4.2.3.

Contexte

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne sur K a
Hf-l:i A, Pour tout ¢ € [1,d], on a n; > 1 et on note dimA; = g;. De plus, on sup-
pose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type I, II ou III, pleinement de type
Lefschetz et non K-isogénes deux a deux.

Soit H C A[(*] alors H = Hf:i H." ou pour tout ¢ € [1,d] on a H; C A;[¢*°] (voir
| , Paragraphe 4.2|).

Dans le but de déterminer U'invariant y(A), on devra, dans un premier temps, déter-
miner le cardinal de chaque sous-groupe H; pour obtenir ainsi le cardinal de H C A[¢*°].
Ensuite, on déterminera la valeur de [K(H) : K].

Soit i € [1,d], on sait qu’il existe un n € N* tel que H; C A;[("], on a Vi € [1,d]

Hy =[] Hi (4.34)
Al

ou Vi € [1,d] et YA|£ on a

Hyi =

)

H) ; si A; de type I,
Hy; ® Hy; si A; de type II ou III.

Remargue. On remarque que pour tout ¢ € [1,d] on a Te(A;) = [T, EBZ":l Ta(4;).

Introduisons & présent ’ensemble suivant
Ip:={(\,4),i € [1,d] et A est une place de End°(A;) au-dessus de £}.

On peut réécrire le sous-groupe H de la fagon suivante :

H= ] .
(A\i)EIy

Notre but, dans un premier temps, est de déterminer le cardinal de H. Cela nécessite

d’étudier plus en détail sa structure. C’est donc pour cela que 'on se concentrera d’abord
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sur les sous-groupes H) ;, ensuite sur les sous-groupes H; pour conclure avec le sous-groupe

H.

De plus, grace a 'existence d’une base de Ty (A4;) pour tout (A7) € Iy, on a

tx,i ' tx,i )
Hy; = [[ @/ 2y 7™ ~ T[(Ox/ 0™ O50),
j=1 j=1

oit 1 <ty; < 2h;, f(A) est le degré résiduel de A par rapport a £ et 1 < mini < ... < ml.
En effet, a; et m? dépendent tous les deux de (\,i) € Iy, cependant pour simplifier

I’écriture, on gardera cette notation.

Cardinal de H On peut a présent déterminer le cardinal du sous-groupe H C A[¢°°].
En effet

t)\ﬂ; t)\,i
rgr, Hyi = § :O‘j et rgp, Hyi = fA)- E Qj,
j=1 j=1
ainsi
ty,

Hy | = o7 agm?

Etant donné que H; = Iy @Z;l Hy;ona
thi
rgp, H; = d; -1gp, Hy; et par conséquent |H;| = (2 did V) 222y agm?

Ainsi
d

H| =[] 15"

=1

S S d ) S (4.35)

_ EZ(/\J)GIZ Z;i’i(nidiaj)f()\)mj‘

Notons l'entier a;; = dinja; qui dépend en fait de (A, i) € Iy, mais pour simplifier les

notations on ne le fera pas apparaitre. On obtient ainsi

tai :
’ . n;a;  si A;est de type I,
log, |H| = E E aijf(A)ym? ot a;; = B . '
Odel, =1 2n;a  si Ajest de type I ou III.

(4.36)

Calcul de [K(H) : K] En effet, grace a la propriété u, on sait qu'’il existe un entier m,
associé au sous-groupe H tel que K(H)N K (pg) = K (pgm). Ainsi, pour tout sous-groupe

H C A[¢*], on a le diagramme suivant
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K (A[6])
N

K (H)
/

e

FIGURE 4.7 — “Propriété u”

K ()

K

Grace au diagramme, on obtient 1’égalité suivante & indice fini preés

[K(H) : K]

[K(H) : K ()] [K (agm) : K]

(4.37)
= (Hg(A)(Ze) : G(H)) - 0(H).

De plus, grace a la proposition 4.2.1 et aux faits que Hg(A) = ]_[f:1 Hg(Aj) et que
H,=1]] Al H) ; ® Hy;, on obtient les égalités suivantes a indice fini prés :

d
(Hg(A)(Z) : G(H)) = | [(Hg(A:)(Ze) : G(H;))
=1
_HH Hg(A)(Oy;) : G(Hy ) (4.38)
i=1 \|¢
= [] (Hz(A)(Ox;): G(Hyy))
(Ni)el,

Le but a présent sera donc de estimer pour tout (A, i) € I, la valeur de
(Hg(A;)(Oy,) : G(Hyy)). (4.39)

Pour cela, on utilisera le lemme 2.1.11. On va donc & présent définir nos stabilisateurs
G(Hy;).
On introduit & présent pour tout (X,7) € Iy et tout j € [1,ty ;] les sous-modules W; ;
de Ty (A;) tels que :
Wi — (Z/0™ 7)T M
et dimW; ; = f()\)aj.
Ceci nous permet de donner une décomposition de Ty(4;) :
tx,i
TA(4) = (P Wij) @ W'
j=1
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On introduit maintenant les sous-groupes V; ; définis comme suit :

tri—(—-1) . tri—(—1) .
Vijo= [ @™z~ [ (Ox:i/0™ Ox)™
k=1 k=1

tels que Vi, , C ... C V1.

Notons Vi,j ses relevés dans Ty (4;), on défini alors

tx,i—(5—1)
Tij =180, , Vij = Z ay.
k=1

Remarque. En effet, la méme étude mais pour les sous-groupes H; a déja été faite pour une
variété abélienne A; simple de type IIT (preuve 4.1). Cependant cela est nouveau lorsque la
variété abélienne A; est simple de type I ou II. L’étude faite aux | , Paragraphes 6
et 7| analyse plus en détail la structure des stabilisateurs. Dans notre cas, on fera un zoom

out de cette structure.

Soient G\?; ; les stabilisateurs de Vm Voici le lien entre ces stabilisateurs et le stabili-
sateur G(H) ;)

G(Hyi) = {M € G(O5;), M € Gy mod ™" j e [1ty,]}.

Remarque. Pour utiliser le lemme 2.1.11, on doit connaitre la codimension des stabilisateurs
Gy, . pour tous les types de variétés abéliennes. En effet, le théoréme 2.1.7 donne cette
¥

codimension lorsque la variété A; est de type I, II ou III.

Soient (A, i) € Iy et j € [1,ty;]. On peut déterminer, grace aux théorémes 2.1.5 et 2.1.6,
la codimension d; ; des stabilisateurs G‘;;_ ,en fonction du type de la variété abélienne A;,
i.e. lorsque Gy, ; C GSpay; (4; de type I ou II) ou Gy, - C GOgy; (A; de type III).
s 2,7

1. Si A; de type I ou II, alors

2hi(2h; + 1)

1 .
di’j = — dim G‘A/” = (2hl‘ + = - TZ’]) T

2 2 2
en particulier on a
7’@j(4hi +1- ri,j)
dij = .
’ 2
2. Si A; de type 111, alors
2h;(2h; — 1) ) 1 7
di,j — % — dim G‘A/i,j = (th - 5 - %) “Ti4,
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en particulier on a

g = Tig(dhi =1 - 1)
iyj - 2 °
On déduit alors une formule générale pour tout (A7) € I, et tout j € [1,¢;]. Soit
A; une variété abélienne simple, soit Vw un sous-module de Ty (A;) de rang r; ;. Alors le

stabilisateur Gf/- ~est de codimension
3V

(4 i — i)

dij = 5 (4.40)

. { 1 si Aest de type I ou II,
ol N =

-1 si Aest de type IIIL.

On rappelle que r; ; = ZA:’il_(j_l) Q.

Ainsi, d’aprés le lemme 2.1.11 on sait que, pour tout nombre premier ¢, on 1’égalité

suivante, a des constantes multiplicatives prés

ty t)\!if(j—l) t/\,i*(J'*thl)

(Hg(A)(Ox) : G(Hy,)) < £ Di2 dislm —m ,

car A\ = ¢f(N),

Revenons maintenant au cas initial, grace a 1’équation (4.38), on trouve que

(Hg(A)(Ze) : G(H)) = [] (He(Ai)(On)) : G(Hy))),
(Ni)el,

par conséquent

5

i g =1 i——1)+1
(Hg(A)(Ze) : G(H)) e (= 00er IOV T2 dag(nmOTHom 0T oy gy
De fagon équivalente, on a
Ixi
logo(Hg(A)(Ze) : G(H)) = D fA) Y dij(m™+= U0 =D 4 0(1),
(Ad)el, j=1

ou V(i) € Iy et Vj € [1,t;] on a I’équation (4.40) pour la codimension d; ;.

Il nous reste & présent a déterminer le deuxiéme facteur de I’équation (4.37). On va

donc donner une minoration de 6(H) pour notre sous-groupe H C A[¢*°]. Rappelons que
d;
H= [T D"
()\,Z')Efé k=1
ainsi, on fixe (A1,1) € Iy, tel que §(H) = 6(Hy, 1). Plus précisément, quitte & changer les
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indices, on peut choisir un sous-groupe Hy C A;[(*°] tel que H; = HAM @lel H) ;. On fixe
ensuite une place A; de End°(4;) au-dessus de ¢ telle que Hy, ;1 C A;[A]°]. Ainsi, grace &
la proposition 4.2.1 et le fait que 6(H) = 0(Hy, 1) on obtient que

m = maxmy; = my, 1.
7
b

Comme dans la preuve du théoréme 4.2.2; on introduit les deux entiers suivants :

— my, 1 est entier maximal tel qu’il existe P,Q € H}, 1 deux points d’ordre £"*1:!
tels que exn (P, Q) est d’ordre £™*1:1. Si un tel my, ; n’existe pas on pose my, 1 = 0,
. . R
— hu, , € [1,%x,1] est entier minimal tel que m "1 < my, 1 (on rappelle que
t j . . _
Hy 1= Hj;lil (Z)0™ 7)% 70 o, pour tout j € [1,tx,1] on a une suite décrois-
sante d’entiers 1 < m™11 < ... < m! qui dépendent en fait de (A1,1) € I,. Lorsque

my, 1 = 0 on pose hH)\l,l =t+1.

On a, a des constantes multiplicatives prés, la minoration suivante :

h
Hyia

o < O(Hy, 1) = 0(H).

On peut & présent définir, pour tout j € [1,ty, 1], les entiers 01 ;.

On rappelle que I'on a les inclusions suivantes des sous-modules V; ; définis précédem-
ment.

‘/Lt)\l,l c...C ‘/vl,t)\l,1+17(hHA1 171) - Vl,t)\lyl+1*hH>\1’1 C..C ‘/171

inclus dans un espace isotrope maximal pas inclus

et par conséquent
(517“171 =..= 51:t>\1,1+1*(hH>\1,1*1) =0 et (51,t>\1_’1+17hH>\171 = .= (5171 =1.

Remarque. On a

a1
m/ g — Z(mth,r(jfl) — =D

0]

Jj=1
; a1t —
Par convention on pose m" 117" = (.

. R . . h
Ainsi, d’aprés la proposition 4.2.1, on sait que m' 1.1 < my,,1 = M = maxy ; My ;, par

conséquent, on a pour tout (A, i) € I,

K(pgmri) €Ki npy ),
em M
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on peut alors supposer que pour tout couple (A, i) # (A1,1), on a
dij =0 Vje[lty].

Par conséquent, on a

txi

thA1,1 - E E (mt/\,r(j—l) _ mt’\’i_(j_l)"_l)(si,j.
(Ai)El; 1=1

Revenons alors a notre minoration. On a, & des constantes multiplicatives prés, I'inéga-
lité suivante

At gy tai =G i—G- -

P=(ier DD G P e S LI < 0(H). (4.42)

En regroupant les équations (4.41) et (4.42) on obtient la minoration de I’équation

(4.37) suivante, & des constantes multiplicatives prés

tx,i

[K(H): K] > P2=(nel, zj:l(mt/\’i_u_l)_mt/\’i_(j_1)+1)(f(>\)di,j+6i,j)’

ou de fagon équivalente

tx,i
logy[K(H) : K] > > Y (m™i= 070 — b= G=DFN (£(N)d; j + 6;,5) + O(1).
(Ni)ely g=1

Cependant, par un changement de variable (k =ty ;—(j—1)), on peut exprimer les sommes

différemment, posons

bij = F(M(dity ,—(—1) = dity i~ (G-1)+1) T Oity ;—(G—1) = Oirtr i~ (j—1)+1-

Ainsi
tx,i

log,[K(H): K] > > > mib; +0(1). (4.43)
()\,i)elg 7=1

Preuve du théoréme concernant le produit de variétés abéliennes de type I, 11

et III

Dans le but de fournir une preuve de ce théoréme, on va suivre la méme démarche que
dans la preuve du théoréme 4.2.2. On a déja introduit toutes les notions nécessaires pour

poursuivre la preuve. On s’intéressera maintenant & ’aspect combinatoire de la preuve.

Preuve. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne sur K

a H?:i A’ On souhaite déterminer I'invariant v(A) lorsque A est un produit de variétés
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abéliennes de type I, II ou III. Ainsi

o log, |H|
|H| < [K(H): KW — 7(‘4)210&[1(?1{):;(]'

Donc, grace aux équations (4.36) et (4.43), on obtient 1’équivalence suivante ot les m/
dépendent de (A, 1)

|H| < [K(H): K™  «—  ~(4)> max

mi>..>miAi

{Z(A 4)EI, EU j i f(N)m } '

txi
Z(M)elezA b jm
(4.44)

D’aprés le | , Lemme 2.7|, on a la formulation suivante. Soient ¢ un nombre
premier et I; = {(\, i), € [1,d] et \|¢} un ensemble. Pour tout (\,7) € Iy, on a des entiers
txi tels que j € [1,ty;]. Soient a; ;f(\) et b; j des entiers strictement positifs qui dépendent
du couple (A, 7). On a I'égalité

‘" 1<hy i<tx; foai
ml>. >mtAi (ni)el, Z(A i)Ely Z 10ig

(Ni)ely

tai hai

{Z(M Yer, 2o @i f(A)m } D niyel, gt @i f(N)

sup v = max
2 niyel, 2ojo bigmd

Montrons a présent que

B
D nviyely 2ojot Gig f(N)
max

h
1<hy i<ty Asi
(/\71')161( ' Z(/\ i)€ly Z 1 i

<(4).

On rappelle que

n;o;  si Ajest de type I,
ai] =d ’I’LiOéj = .
2n;a  si Ajest de type 1T ou III,

bij = f(M iy ,—(i-1) = Dty ;~(-1)+1) F Oty i~ (G—-1) — Oirty ;—(i—1)+15

avec

ri i (4hi +ni — 71 ) { 1 si Aest de type I ou II,
’ 2

dij = o 1= ,
—1 si Aest de type III,

_ tai— (-1
et r;; = bl Q.

Avec ces rappels on peut simplifier le numérateur et le dénominateur du maximum

considéré.
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Numérateur
h)\,i h)\,i
D D aifN= ) fNdini)_aj,
()\,Z’)GI@ J:1 (Avi)EIZ le
hxi
or Zj:l Qj = Tity;+1—hy;-
Ainsi
hxi
Z Zai,jf()\) = Z F)dinirity ;+1-ny ;-
(M€l =1 (\i)el,
Dénominateur
ha,i
Z sz‘,j = Z (it 41-hys + Oita i 41—hy )
(Ai)el j=1 (Ad)ely

or V()\,Z) 7& ()\1, 1), Vj e [[1,15,\,1‘]], (51',]' = 0, ainsi

hxi
Z Z bij = 51,@1,14—1—’1)\1?1 + Z f()‘)di,tx,ﬁ-l—hmv
(\i)el, j=1 (A€,

ol h)\l,l € |I1>t>\1,1]] et

 Tigyti—hy (AR 0 — ity 1-ny )
diatA,i"‘l_hA,i - 9 :

Pour simplifier les notations, on pose r; = 7, ,+1—h, ;- On obtient ainsi aprés simpli-

fication
Yniyer, SN dimiri
FEME = <A,
et Lot ati-hay 1+ Lovner, F) 75
ou

i — { 1 si Aest de type I,
2 si Aest de type II ou III,
1 si Aest de type I ou II,
" { -1 si Aest de type III,

Maintenant, il faut séparer ce maximum en deux en fonction de la valeur de d; 1, ,4+1-n, -
AL 1
Etant donné que l'on a fixé le couple (A1, 1) € Iy, on devra faire attention aux deux situa-
tions qui peuvent se présenter.

— 811 < hyg < hu,, , alors ty\, 1 +1—hy1 € [ta1 +2— hHAI,Nt)\lJH et par
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conséquent 5,-7“1,14-1—1”1,1 =0.
— Si hay, , < hagn <ty alors 6y 1 +1—hy 1 € [1,ta,1+1— hHAI,l]] et par

conséquent 5,~¢A1,1+1—hk1,1 =1.

Soit
M = max max QZ(M)GI@ FN)dinir;
(el | 1<hy a<ha, E(A,i)elg FOr(dh +mi— 1) [
Y ovier, f(Ndinir;
Bty 1 Sha 1<t ri(dhitni—r:) [~
s L1 o ger, SOV

Avant de majorer cet entier M, on modifie un peu les sommes. En effet

d
> W= =Y e

d
(Ad)E], i=1 Al i=1

oue; = [E; : Q).

Par conséquent, pour I C {1,...,d}, on a

M = max max { 23 reidinir } ’
! Ishapa<hay Z[ eiri(4h; +n; —15)

A >y eidingr;
hH <h)\ 1<t>\ 1 1 Tl(4hl+7h_rl) :
Ap,1="AL 1=, —1—2[er

On souhaite majorer ’entier M, pour cela on prend les maximums sur deux ensembles
)

différents. On sait que pour tout i € I, on a r; < 2h;. Notons

A= {Z S I, 5i»t>\,i+1*h/\,i =1 Vh,\’i € [[1,75)\71']] et t)\ﬂ' < th}.

On a alors

M < max { max max
I NA

2 ZI eidmiri }
Yoreiri(4h +n; — 1) ’

max max ZI eidinari
T A i (4hi+ni—ri) '

Montrons a présent que

A) =
~v(A) max{mlaxr}l\zgc{

2 ZI eidmim }
doreiri(dhi+ni—ri) )’

max max ZI e’idiniTi
i(4hitni—r; ’
I A 14_2[61.“ i ri)

Pour cela on introduit deux fonctions pgy et p; comme dans la preuve du théoréme 4.2.2.
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Notons n = (n1,...,nq), g = (g1, ..., 9a) et = (r1,...,74), et posons

2 ZI eidmin }
Soreiri(dhi+mni—ri) )

po(n,g,7) = mIaX{

et

>y eidingr;
p1(n, g,r) = max (-
J T { 1+ Z[ e rl(4hl—gm )

Proposition 4.2.3. On a linégalité suivante :
maX{PO(ﬂv 9, z)u P1 (@) 9, f)} < ’}/(A)

Preuve. Montrons dans un premier temps que p1(n, g,r) < v(A). Ou de fagon équivalente

que pour tout I C {1,...,d}, on a

> peidingr;
1 + ZI ei Tz( 2‘5771 'r'z)

<7(A). (4.45)

Notons a présent v = v(A). En effet, montrer I'inégalité (4.45) est équivalent & montrer
la suite d’équivalences suivantes. (On remarquera que 4h; +n; —r; > 0 car r; € [1,2h;],
hi>1etn =1lou —1.)

(4.45) ZI eidin;r; — v — E[ %(Zﬂli +n — Tz') <0
3(>0, 2hman — 2 = 37 eiry(4h; +m; — 1i)) <0
S0y (BETs — gy (4hy + m; — i) —2 <0

> (er? + eiri(Ldfym —4h; —1m;)) —2<0

Tt

Z[ e;Ti (TZ‘ + Ldfyni —4h; — 771') —2<0

Question 4.2.2. Est-ce que r; + % —4h; —m; <07

En effet
ri + 726%”1' —4hi =1, <0 <= Ld’;"i < 4hi+ni—r;
S D S

Par définition de ~, on sait que Vi € I,

2n;d;e;h;
0 <7
1+ 2e;h; +nieigi

et par conséquent
Qdmi

—— <.
2hi+ﬁi+$
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Rappelons que ’on souhaite montrer que 4h2dm¢ < ~. Pour cela, il suffit de comparer

2hi +m; + Tlhl a 4h; +n; — r;. Pour cela, on sépare I’étude en deux cas possibles. Supposons

que 1; < 2h; — 1, alors

ri <2h;—1 =4dh;+mn;, —r; > 4h; +n; — 2h; + 1,
= 4dh; +n; —ri 2 2h;i + 0 + 1,

:>4hi+m_ri>2hi+m+eilhi'

Supposons a présent que r; = 2h;. On remarque que 'on ne peut pas utiliser le méme

raisonnement qu’auparavant car 2h; + 1; + ﬁ > 4h; +m; — r; = 2h; + n;. Ainsi pour

2d;n;
montrer que g

Thta = <7, on revient a la définition de ~. Soit I'={iel,r,=2h;}, on

sait que

B4+ ) —2<0

(4.45) <= > eiri(ri+
I

On sait que le terme de gauche de l'inégalité est négatif et peut étre majoré comme

suit :
ZI €iT; (TZ' + Ldfyni — 4h; + T}Z’) -2 < ZI’ e;T; (T‘i + Ldfym — 4h; + 771') -2
= ZI’ 74hid,;niei — ZI’ (4]7%261 — 2771}1161) — 2.

On déduit alors que le terme de droite est négatif si et seulement si

ZI’ 2hidmiei

<7.
1+ le(2h%€i — mhiei)
. R . L. _ L 221 n;dieih; )
Etant donné la définition de v = y(A) := max; 75" e Toerhy | 01 remarque qu’en
I 4€ily AT

effet la derniére inégalité est vérifiée.

La réponse a la question 4.2.2 est que pour tout i € [1,...,d] et pour tout r; < 2h;
ri—i—@—élhi—m <0.

Grace a cette réponse, on obtient I'inégalité suivante, qui comme énoncé précédemment,

est équivalente a montrer I'inégalité (4.45).

Z €;T; (’I"Z' + lenz - 4hz - 771) -2 S 0.
7 g

On conclut alors que

eidmiri
p1(n, g,r) —maX{ 21 )}Sv-

= I 1+ e Tz'(4hr~2-77i—7"i

Un calcul semblable nous permet de montrer que
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2 ZI eidmim } < 5.
Yo eiri(4hi +n;i — i)

On va le détailler & présent. Montrer 'inégalité précédente revient & montrer que pour
tout I C {1,...,d}, on a

po(n,g,r) = m;LX{

ZI Zeidmiri
< . 4.4
dopeiri(dh; +ni — 1) =7 (4.46)

L’inégalité (4.46) est équivalente &

Z eiri(2din; — y(4h; +m; — ;) < 0.
1

Etant donné que r; > 0 pour tout i, il suffit de montrer que 2d;n; —y(4h; +n; — ri) <0,

ou de fagon équivalente que
2dini
- <.
4hi +m; — i
Or, d’apreés la question 4.2.2, on sait que cette inégalité est bien vérifiée. On conclut

alors que

2 ZI eidmiri ) } S ~.

o\, g,T) = max
pola g:7) I {Z[eiri(4hi+77i_ri

Par conséquent

max{po(n, g,7), p1(n,g,7)} < v(A).

Montrons que

221 nzdlelhz
1+, 2e;h? + mieih;

b=

max{po(n, g,7), p1(n, g,r)} = mlax{

Ou de fagon équivalente montrons que

2) ;eidingr; eidin;r;
max{max max{ 2 cidimr , Iax max 2y cidimr
I

A ZI ez"’”i(4hi +n; — 7"2‘) I A 1+ ZI el%

{ 221 nidieihi }

1+ ZI Zeihf + meihi

= max
1

Pour cela, on remarque que le maximum est atteint pour r; = 2h;. De plus, on remarque

que pour tout r; < 2h; on a

Z[ eidmﬂ“i < 2 ZI nidieihi
1+3; e~7”(4h“;”i_”) T 1430, 2eihF + mieihi

1
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Il nous reste dons & montrer que pour tout ¢ € I on a

2 Zl eidmiri < 2 ZI nidieihi
Z[ 617‘1(4hz + i — T‘i) -1+ ZI 261]122 + nlezhz '

Comme dans la preuve du théoréme 4.2.2, une étude de fonction nous permet de montrer

que
2 ZI eidmiri < 2 ZI ezdm,hl
ZI eim(4hi + i — Ti) - ZI eihi(4hi +n; — hi) ’

montrons donc que

221 eidmihi < 221 nidieihi
Z[ eihz‘(ghi + T]Z‘) — 1+ ZI 2€ih12 + meihi’

ce qui est équivalent & montrer

1+ Z(Qeih? + meihi) — Z ezhz(?)hz + 771') <0,
I I

ou bien

1= ehi <0

I

Cette inégalité est vérifice car e;h? > 1.
Remarque. Les seuls cas ou eih? = 1 correspondent aux cas ot e; = 1 et h; = 1. Ainsi le seul
cas possible est lorsque chaque A; est de type II. C’est le cas d’une courbe elliptique sans

multiplication complexe, ou bien une surface abélienne telle que son groupe de Mumford-
Tate soit G L.

4.3 Conséquences des résultats précédents

Grace aux deux sections précédentes et le | , Paragraphe 9|, on obtient le théo-

réme suivant :

Théoréme 4.3.1. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, géo-
métriquement simple de type 111, de dimension relative h et pleinement de type Lefschetz.
Il existe une constante ¢y := c1(A, K) > 0 telle que pour tout point de torsion P d’ordre m

dans A(K), on a la minoration suivante :
[K(P): K] > ™ m2h, (4.47)

Preuve. Soit P un point de torsion d’ordre m. Notons Hp le End(A)-module engendré

par P, on a K(P) = K(Hp). La preuve est essentiellement la méme que celle donnée au
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[ , Paragraphe 9]. Un des points cruciaux de la preuve est le fait que les représenta-
tions f-adiques sont indépendantes sur une extension bien choisie (voir | |). Soit P un

point de torsion d’ordre m, on a alors m = [];_, £.". Etant donné que les représentations /-

adiques sont indépendantes on obtient 'inégalité suivante, a des constantes multiplicatives

prés, uniformément en m et en P :
[K(P): K] = [K(Py,, ) 1 K] > [[IK(P) : K],
i=1

ot chaque point P; est d’ordre £;".
En plus on a I'inégalité suivante, a des constantes multiplicatives prés, uniformément
enf; eten P; :
(K (P) : K] > 2,

Posons w(m) le nombre de facteurs premiers, alors il existe une constante ¢; := ¢1(A4, K)

positive telle que
[K(P): K] = [K(P1, ... Py) : K] > [[[K(P) : K] > [] "™ > "™ m?".
i=1 i=1

0

Remarque. Ce théoréme découle de la stratégie de la preuve des théorémes présentés dans

ce chapitre.

En rappelant 'inégalité suivante :

logm

<e._ 5
wim) < e loglogm’

on peut réécrire 'inégalité (4.47) suivante ou ¢y est une constante :
[K(P) : K] > cym? wostogm . (4.48)

Remarque. Dans le cas ot A est isogéne a un produit de variétés simples de type I, II ou
III pleinement de type Lefschetz A = H?Zl A on peut sans aucun probléme généraliser

ce dernier théoréme. En effet, il existe une constante ¢1 := ¢1(A, K) positive telle que
[K(P): K] > ™ m2h,

avec h = min; h;.
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Chapitre 5

Catalogue de variétés abéliennes

pleinement de type Lefschetz

L’objectif de ce chapitre est de donner un catalogue des variétés abéliennes pleinement
de type Lefschetz. Notamment ces variétés abéliennes vérifient la conjecture de Mumford-
Tate et possédent un certain groupe de Hodge donné.

Dans ce sens 14, un des premiers résultats que ’on connait est dit & Noot. On énoncera
deux nouveaux résultats concernant la conjecture de Mumford-Tate : le premier est dans
la direction des résultats obtenus par Banaszak, Gajda et Krason | |, le deuxiéme
est en fait un corollaire des travaux de Pink | |.

Le but de cette section sera d’étendre le | , Corollaire 1.8| dans le cas d'une
variété abélienne simple de type I ou II selon la classification d’Albert au cas des variétés
abéliennes simples de type III. Un résultat analogue & ce dernier est vérifié dans le cas
des variétés abéliennes isogénes a un produit de variétés abéliennes de type I et II, voir
| , Corollaire 1.15], on pourra donc également énoncer un résultat analogue avec le
produit des variétés abéliennes de type I, II et III. Avant d’énoncer ce résultat on rappelle

la définition de I’ensemble suivant introduit par Pink ot I'entier & est impair :

2%k
Y= {921;3k23,3a21,g=2k1ak}U{921;3k23,29= <k>} (5.1)

L’énoncé suivant a été donné dans la section 1.4.3

Théoréme 5.0.2 (Hindry et Ratazzi ‘16). Soit A une variété abélienne simple de type 1
ou II telle que le centre de End®(A) soit un corps totalement réel de degré e. On suppose

que l'une des trois hypotheéses suivantes est satisfaite :

1. La dimension relative h de A est un entier impair ou égal 4 2,

2. Onae=1eth¢x,
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3. La variété abélienne A est de type I (resp. II) et posséde une place de mauvaise

réduction semi-stable avec dimension torique e (resp. 2e).

On a alors que la variété abélienne est pleinement de type Lefschetz, en particulier A vérifie

la conjecture de Mumford-Tate

En particulier, le premier point du corollaire précédent est dii & Banaszak, Gajda et
Krason (voir | |) lorsque la dimension relative de la variété est impaire, et a Lom-
bardo dans le cas ou cette dimension vaut 2 (voir | , Remark 2.25]). Pour plus de
détails, nous renvoyons a la preuve du | , Théoréme 3.7]. Le deuxiéme point est un

corollaire de la | , Proposition 4.7].

5.1 Théoréme d’existence d’aprés Noot

D’aprés le | , Théoréme 1.7] (ou bien dans | ]), on sait qu'il existe des variétés
abéliennes qui ont un groupe de Mumford-Tate donné et qui vérifient la conjecture de
Mumford-Tate. Ce dernier théoréme affirme que pour toute variété abélienne complexe A
telle que G = MT(A), il existe un corps de nombres K et une variété abélienne A" définie
sur K telle que MT(A’) = G et la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A’. Grace
au | , Theorem 9.1], on sait qu’il existe des variétés abéliennes pleinement de type
Lefschetz de type III si et seulement si la dimension relative de la variété est supérieure ou
égale a 3.

Enoncons plus précisément ce résultat.
Théoréme 5.1.1 (Noot, Shimura). Soit h un entier, E une extension finie de Q et D une
algébre de quaternions totalement définie sur E. On a les résultats suivants :

1. Il existe une famille universelle de variétés abéliennes contenant D dans son algébre
d’endomorphismes. En particulier, si A est un point général alors End®(A) = D et
MT(A) = L(A) (le groupe de Lefschetz de A). Sauf lorsque h = dim,q(A4) = 1,2
dans le cas ot A est de type III.

2. De plus il existe un corps de nombres K et une variété abélienne A, définie sur K,
telle que End®(A) = D, MT(A) = L(A) et A vérifie la conjecture de Mumford-Tate.

Le premier point du théoréme précédent est dit & Shimura (voir | , Theorem 9.1])

et le deuxiéme point est le | , Théoréme 1.7].

5.2 Conditions sur la dimension relative

5.2.1 Variétés abéliennes simples de type III

Banaszak, Gajda et Krasoni ont prouvé un résultat analogue au point 1 du | ,

Corollaire 1.15] (voir théoréme 5.0.2) dans le cas des variétés abéliennes simples de type
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IIT avec dimension relative impaire (voir | , Theorem 5.11]). Comme souligné par
Lombardo | , Remark 6.2.27], ils ont oublié de traiter un cas en particulier que
I'on va expliquer maintenant. On donnera une reformulation moins générale du | ,
Theorem 5.11].

Théoréme 5.2.1. Soit A une variété abélienne simple de dimension g et de type III selon

la classification d’Albert. On suppose que
2m+2

1. la dimension relative h € {2k + 1,k € N} \ {3(3ms1),m € N} avec g = 2eh et
e=[E: Q] ou E etle centre de l’algébre d’endomorphismes End°(A) = End 5 (A)®Q.

Alors A est pleinement de type Lefschetz.

Remarque. La preuve du théoréme précédent reste quasiment identique & la preuve de

[ , Theorem 5.11|. Cependant, il est important de souligner que la nécessité de

supposer h ¢ {% @Zﬁ),m € N} n’a pas été pris en considération dans le | , Lemma
4.13].
On garde les notations du | , Paragraphe 4|. Soit A|[¢ un place au dessus de ¢,

considérons la représentation A-adique suivante :
pi : GK — GL(V)\)

Notons G la cloture de Zariski de pS (G k) et gy I'algébre de Lie de Gy. Soit ¢ 'accou-
plement A\-adique défini sur V) (voir section 1.2.1). Sous ces notations, on peut énoncer le

lemme suivant :

Lemme 5.2.1. (/ , Lemma 4.13]) On a ’égalité suivante :
OX = 50V, 65

La preuve est la méme que celle page 175-176 de | |. Rappelons a présent les

notations : soit Vy := V) ® Qy, on a la décomposition suivante :

Vi = E(wi) ® ... ® E(w), (5.2)

ot pour tout ¢ € [1,f] E(w;) est un module irréductible d’algébre de Lie de poids
maximal w;.

L’avant derniére phrase de la preuve du lemme 5.2.1 affirme que, étant donné que la
dimension relative est impaire, I’étude de la table des poids minuscules (voir table 5.1 ou
bien | , Table 1 et 2, P. 213-214|) et des dimensions des représentations associées
montre que le produit tensoriel (5.2) ne peut contenir quun seul facteur orthogonal. On a

ainsi deux possibilités :

1. Soit de type Dy, poids minuscule w; et dimension 2n.
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Systéme de racine | Poids minuscules | Dimension | Propriétés de dualité
A (0>1) Wy, 1< <0 (“H1) (1) sir =57
= Do = r 0 sinon
+1,s81 £/ =3,0 mod 4
> 4 ) >
B (t=2) we 2 1,81 £=1,2 mod 4
Cy (£ > w1 20 ~1
w1 20 —‘rl
+1,81 /=0 mod 4
>
De(£23) W1, We 9f-1 ~1,si =2 mod 4
0,si/{=1 mod 2

FIGURE 5.1 — Poids minuscules pour les algébres de Lie classiques

4k:+4) )

2. Soit de type Ayjy3, poids minuscule wog 1o et dimension (2k 1o

Ainsi, il semblerait que le dernier point a été ignoré dans | | dans la définition
des variétés abéliennes de classe B. Expliquons & présent ce dernier point.

En effet, la représentation Ayx3 est orthogonale car r = 2k +2 est un nombre pair, par
conséquent (—1)" = 1. Ainsi d’apreés les propriétés de auto-dualité (41) la représentation

est bien une représentation orthogonale. On sait également que (;‘Zig) = 2h, ainsi la

question qui se pose est la suivante :

4k+-4

2k+2) est impair ¢

. ’ . 1
Question 5.2.1. Pour quelles valeurs de k [’entier 5(

1 (4k:+4

5 2k+2) est impair si et seulement si k + 1 = 2™ pour un entier

Lemme 5.2.2. L’entier
m > 1.

4k+4
2k+2

valuation 2 — adique. On a r = 2k + 2 = 2(k + 1) et on remarque dans un premier temps

Preuve. Etudions en particulier la parité de l'entier ( ) et plus particuliérement sa

I’égalité suivante :

dk+4) (k44! 1 (4k + 4)!
<2k+2> T2k kr2) " 2k 2)
1

:m><22k+2><(1><3><...><(4k+3))

22 (1 x 3% . x (2k+ 1) x (2k +3) x ... x (4k + 3))

— 1><2><...><(2k’—|—1)><(2k.+2) (5.3)
92k+2
- 2 X (4
2k+1><(1><2><...><(k_|_1))x((k+3)>< x (4k + 3))
ok+1
= rg ) X (nombre impair)

4k+4

L’égalité précédente nous montre que la valuation 2-adique de (2k +2) est liée a la

valuation 2-adique de (k+ 1)L
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Considérons a présent le développement binaire de k + 1 :

m
k+1= Z EiQi,
=0

avecm > 1et ¢, = 1.

On sait que .
wa((k+ 1)) = Y1)

h>1

D’apres I'égalité (5.3), on sait que

4k + 4
1)2((2]{:12)):k+1—U2((k+1)'):60++6m:60++6m_1+1

On déduit alors que

1<4/<:+4

3 2k+2)estimpair = g=..m€p1=0 <= k+1=2" <— k=2" -1

5.2.2 Variétés abéliennes simples de type III avec £ =Q

L’objectif de cette section est d’étendre les résultats de Pink. Concernant la conjec-
ture de Mumford-Tate, Pink a appliqué ses résultats au cas End(A) = Z, mais comme
remarqué par Pink (| , Remarque p. 33|) ces résultats peuvent étre généralisés. C’est
ce que l'on développera dans cette section pour des variétés abéliennes simples de type
III.. En particulier on énoncera un analogue de la | , Proposition 4.7] dans le cas des
représentations absolument irréductibles orthogonales.

Soit A une variété abélienne simple de type III définie sur un corps de nombres K telle
que dim A = g. Grace au | , Theorem 3.23], on sait que la représentation associée a
I'espace vectoriel V) := T) ® E) est absolument irréductible et que V, = P Al V@ V,.
Comme dans la section précédente, on considere la représentations A-adique pg, le groupe
algébrique G et son algébre de lie associée g).

Afin d’énoncer un analogue de la | , Proposition 4.7], on doit définir les couples
de Mumford-Tate (voir | , Definition 4.1]). Soit G un groupe algébrique réductif (par
exemple le groupe de Mumford-Tate de A) et p une représentation de dimension finie fidéle
de G.

Définition 5.2.1. On dira que le couple (G, p) est un couple de Mumford-Tate faible de
poids {0,1}, si et seulement si ils existent des cocaractéres p; : G,k = Gg pour tout
i€ [1,k] tels que
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— G est engendré par l'image de tous les conjugués sous G(K) de tous les y;, et
— les poids de chaque p o p; est dans {0,1}.
On dira que le couple (G,p) est un couple de Mumford-Tate fort de poids {0,1}, si et
seulement si il est un couple de Mumford-Tate faible et les cocaractéres sont conjugués
sous le groupe de Galois absolu Gal(K/K).

On se place a présent dans le cas ou la variété abélienne est simple de type III et
telle que le centre de son algébre d’endomorphismes E = Z(End®(A)) soit égal a Q. Ainsi
[E: Q] =1et g=2eh = 2h. D’apres | , Fact 5.9] on sait que tous les couples de
Mumford-Tate faibles sont en fait des couples de Mumford-Tate forts.

On rappelle que le groupe algébrique réductif G = G, jz - G ou G est le groupe

dérivé de G. La représentation p se décompose en le produit tensoriel extérieur suivant :

PEpPoR@p1 @ ... @ ps,

ol chaque p; est une représentation absolument irréductible, pg est la représentation
standard associé¢ a G,, g et les p; (pour 1 < i < s) sont les représentations associées a

chaque facteur G;.

Proposition 5.2.1. (/ , Proposition 4.4]) Si (G, p) un couple de Mumford-Tate fort
de poids {0,1} sur K tel que la représentation p est absolument irréductible, alors G9e"
est semi-simple sur K ou bien trivial. En particulier, tous les facteurs simples du produit

tensoriel de (G, p) sur K ont le méme type dans la table 5.1 avec le méme entier {.

On peut extraire de la table 5.1 la table correspondante aux représentations orthogo-

nales.
Systéme de racine | Poids minuscules | Dimension Propriétés de dualité
Ag(£>1) wr, 1 <r < ¥ (Ejfl) +1avecr:e+7150 mod 2
By (£ >2) Wy 2f +1,si £=3,0 mod 4
w1 20 +1
>
De (€2 3) i1, We 2T 11,51 =0 mod 4

FIGURE 5.2 — Poids minuscules pour les algébres de Lie orthogonales

On rappelle que I'on note s le nombre de facteurs simples de pjgaer. La proposition

suivante est analogue a | , Proposition 4.5] :

Proposition 5.2.2. Si (G, p) un couple de Mumford-Tate fort de poids {0,1} sur K tel que
la représentation pjgaer est absolument irréductible et orthogonale, alors tous les facteurs
simples du produit tensoriel de (G, p) sur K sont soit

— orthogonaux et en nombre quelconque (s >1);

— soit symplectiques et en nombre pair (s = 2k pour k > 1).
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Preuve. Etant donné que p|er €st absolument irréductible et orthogonale et que, d’apres
la proposition 5.2.1, tous les facteurs simples du produit tensoriel de (G, p) sur K ont le
méme type, on sait que deux cas peuvent se produire : soit, tous les facteurs simples sont
orthogonaux en nombre s, soit tous les facteurs simples sont symplectiques en nombre pair.

En effet, un produit tensoriel de deux représentations symplectiques est orthogonale.

On peut a présent donner une proposition analogue a la | , Proposition 4.7] :

Proposition 5.2.3. Soit (G, p) un couple de Mumford-Tate fort de poids {0,1} sur K
tel que la représentation pigaer est absolument irréductible et orthogonale. Supposons que
n :=dim p est supérieur a 1 et n’est aucune des valeurs suivantes :

— une puissance de 2 ;

— (2a)* avec k un entier pairk > 2 et a > 2;

— une puissance de (Qkk) ot k est un entier pair k > 2 ;

— une puissance paire de (2,5) ot k est un entier impair k > 1.

Alors G = Gy, - SO, .

Remarque. La preuve fournit un ensemble plus mince que celui énoncé dans la proposition.

Ainsi, un énoncé plus fin peut étre extrait de ce dernier.

Preuve. Soit Ty € {Ay, By, Cy, Dy} un des quatre types simples de la table 5.1. L’objectif
de la preuve sera d’exclure les valeurs de h pour lesquels la représentation n’est pas ortho-
gonale. Pour cela on étudiera en détail toutes les combinaisons qui peuvent arriver. Soit
n = 2h = dim p.

Le premier cas a considérer est celui oil la représentation associée au type Ty est ortho-

gonale. Voici donc une table plus détaillée que la table 5.2 :

Systéme de racine | Poids minuscules | Dimension | Propriétés de dualité
A4]€+3 (kj > 0) W1y ooy Wak+3 (;’LEI;) +1
B4k (k‘ Z 1) W4k 24k +1
Bypy3 (k> 0) Wak+3 21k +3 +1
Dk (k 2 3) w1 2k +1
Dy (k > 1) Wak—1, W4k 24k—T +1

FIGURE 5.3 — Poids minuscules orthogonales

Bien évidemment, nous on souhaite obtenir le D, associé a la représentation orthogonale
standard. Ainsi, on doit éliminer les quatre cas restants :
— Dyy, : de dimension 2(*=Ds ou k > 1et s > 1. Si h #* 24k—1)s—1 hour tout k > 1 et
s > 1, ce cas peut-étre exclu.
— Byj+s de dimension 2k+3)s o k> 0et s > 1. Sih % 2(4k+3)s—1 hour tout k > 0

et s > 1, ce cas peut-étre exclu.
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— Byp+s de dimension 20k)s ou k> 1let s> 1.Sih £ 2%s=1 pour tout k > 1 et
s > 1, ce cas peut-étre exclu.
. . 4k+4 N . k+4
— Ayp3 de dimension ((%12))5 otk >0ets>1 Sih# %((;;2))8 pour tout k > 0
et s > 1, ce cas peut-étre exclu.
On remarque que les deux premiers cas donnent la méme condition sur ’entier A. On

peut alors déterminer I’ensemble suivant :

4k + 4

1
_ [o(4k+3)s—1 4ks—1 1
2 ={2 L k>0,s> 1} J{2 ,kzl,szl}l|{2(<2k+2

»iszszl}
(5.4)
Le deuxiéme cas a considérer est celui oul la représentation associée au type Ty est
symplectique en nombre pair. Considérons a présent la table correspondante aux représen-

tations symplectiques (voir table 5.4) :

Systéme de racine | Poids minuscules | Dimension | Propriétés de dualité
A4k+1 (/{3 > 0) W1y ooy Wak+1 (3213) -1
Bypy1 (k> 1) Wak+1 21k —1
Byjo (k> 0) Wak+2 21k +2 —1
Ck (k Z 2) w1 Qk -1
Dypy2 (k> 1) Wik 41, Wak42 21+l —1

FIGURE 5.4 — Poids minuscules symplectiques

— Dyjyo : de dimension 245025 o3 k> 1 et s > 1. Si h # 225U4+D=1 pour tout
k>1ets>1,ce cas peut-étre exclu.

— Cj : de dimension (2k)?% ot k > 2 et s > 1. Si h # 2271k pour tout k > 2 et
s > 1, ce cas peut-étre exclu.

— Bypyo de dimension 2(4%+2)2s — 94sCk+1) oy | > 0 et s > 1. Si h # 2%~ pour
tout a > 1 impair et s > 1, ce cas peut-étre exclu.

— Byp41 de dimension 24+1D25 o k> 1 et s > 1. Si h # 225@4R+D=1 pour tout k > 1
et s > 1, ce cas peut-étre exclu.

— Aypy1 de dimension (@Zﬁ))% otk >0ets>1.Sih# %((giﬁ))z‘” pour tout
k>0ets>1,ce cas peut-étre exclu.
On remarque que le premier et le quatriéme cas donnent la méme condition sur I’entier

h. On détermine alors ’ensemble suivant :

S ={22UHD-1 k> 5> 1}U{24a5_1, aimpair, s > 1}

o109 1[4k + 2\, 2s (5.5)
U 1k2,k227821}U{2(<2k+1)) k20,53 1),

On conclut alors que si h ¢ ¥ | X9 la représentation p|er €st absolument irréductible,

orthogonale et correspond a la représentation standard.
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Considérons I’ensemble suivant :
DIEES VI hrS (5.6)
Ainsi, lorsque 'on enléve quelques répétitions on obtient :
S ={20l k>0, s > 1 2% k> 1, s > 1)

U {;((3213))5, k>0 s> 13 JRP 0 k> s> 1) 5

17129 1,74k 4+ 2\ . 2
k> k> 2,5 > 1}U{2(<2k+1>) ,k>0,s>1}.

On peut ainsi énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.2. Soit A une variété abélienne simple de type III telle que le centre de
End®(A) soit égale a Q. Supposons que la dimension relative h n’appartient pas a l’ensemble
Y. Alors la variété abélienne est pleinement de type Lefschetz. En particulier, A vérifie la

congjecture de Mumford-Tate.
Grace aux deux théorémes précédents, on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 5.2.1. Soit E un corps de nombres totalement réel de degré e = [E : Q]. Soit
A une variété abélienne définie sur un corps de nombres, telle que A est géométriqguement
simple de type 111 et le centre de son algébre d’endomorphismes est . On suppose de plus

que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

2m+2

1. La dimension relative h appartient a Uensemble {2k + 1,k € N} \ {3 (5m+1), m € N}.

2. On ae=1 et la dimension relative h n’appartient pas au sous-ensemble Y.

Alors A est pleinement de type Lefschetz et en particulier

2dhe 2dim A

YA = e =R T dim He(A) £ 1

Remarque. Dans le premier cas du corollaire précédent, on est en train d’exclure les entiers
h impairs suivant : 3, 35, 6435 (lorsque h < 10%). Dans le cas ot A est une variété abélienne
simple de type III telle que F = Q, le corollaire précédent est en train les 21 valeurs possibles

pour g = 2h < 102 suivantes :
,§103 ={4,6,8,16, 36,64, 70,100, 128, 144, 196, 216, 256, 324, 400, 484, 512, 576, 676, 784,900} .
Lorsque ¢g < 105, ’ensemble ¥’ est de cardinal 513.
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On peut étendre ce résultat au cas d’'une variété abélienne géométriquement isogéne a
un produit de variétés abéliennes de type I, IT ou III. Grace au | , Corollaire 1.15],

au corollaire précédent et au théoréme 4.2.1, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.2. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K isogéne
sur K a Hf:i A, Pour tout i € [1,d] on an; > 1 et on note dim A; = g;. De plus on
suppose que les variétés abéliennes A; sont simples, de type I, II ou III et non K -isogénes

deux o deuzx. On suppose de plus que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

1. Les dimensions relatives h; est impair ou égale a 2 lorsque la variété abélienne A; est
2m+2

de type I ou IT et by ¢ {2k + 1,k € N} \ {3 (5m11),m € N} lorsque A; est de type III.

2. Onae; =1 (i.e. E; = Q) et h; n'appartient pas au sous-ensemble 3 lorsque A; de
type I ou II et h; n’appartient pas au sous-ensemble X/ lorsque A; est de type III.

Alors A est pleinement de type Lefschetz et en particulier avec les notation du théoréme
4.2.83 on a :

() = {

2> icrnidieih; } { 23 icrnidim A; }
= max .
L+ Y ser €i(2h7 + nihi) 1\ 1+ dimHg([Tie; As)
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Cas des petites valeurs de /

Comme on I’a défini a la définition 3.1.3, il existe un ensemble fini de nombres premiers
¢ tels que 'on ne peut pas utiliser les mémes arguments qu’auparavant pour déterminer
I'invariant y(A). Cependant, en faisant quelques modifications (notamment au module de
Tate et a 'accouplement ¢-adique) on peut sans aucun probléme déterminer cet invariant.
On illustrera ces modifications dans cette section. Ainsi les constantes qui interviendront

ont le droit de dépendre du nombre premier £ mais pas de 'entier n dans £".

Voici une liste des différents cas a traiter :

1. ¢ est ramifié¢ dans Of et ¢ { deg(¢) et pour les types II et III tels que l'algébre de

quaternions se décompose,
2. 0| deg(¢) et pour le type III tels que 'algébre de quaternions se décompose,

3. pour le type III les £ tels que ’algébre de quaternions ne se décompose pas et tels

que £ soit ramifié dans Op.

Hypothéses de départ Tout au long de cette section la variété abélienne A définie
sur le corps de nombres K sera considérée comme étant simple géométriquement, de type
IIT et pleinement de type Lefschetz. On suppose également que Endg(A) = Endjg(A),
End(A) est un ordre maximal de End®(A) et que la polarisation ¢ : A — A" est fixée. Ces
hypothéses correspondent aux mémes hypothéses de départ dans la section 4.1

Soit pr= : Gx — GLop(Zg) la représentation M-adique, on rappelle, d’aprés I’équation
3.3, que

MT(A)(Z) = {(mx)x € [[ GOo,, mult(my) = m € 77},
Al

ainsi on a 1’égalité suivante, & indice fini prés, dépendant de ¢
o= (Gg) ={z € GOQ}LO)\,H].ult(X) S Z?}
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A.0.3 Cas ou / est ramifié dans O,

Détaillons a présent la modification concernant le point 1. Remarquons dans un pre-
mier temps que lorsque ¢ est non ramifiée on a Op, = OF, et on peut définir facilement
I’accouplement de Weil A-adique pour toute place A au dessus de /¢, voir section 1.2.1.

e(A)

Supposons & présent que £ est ramifié dans O ainsi (O = [] Al AWM De plus on suppose

que e(A) > 1 pour tout A[Z. On a
¢zoo : Tg(A) X Tg(A) — O*Eg(l)‘

On remarque que dans le as ou ¢ est ramifié on n’a plus O*Ez = Og,, cependant on a
toujours O, C OF,.
Supposons dans un premier temps que I'image de ¢j.. est dans Of,, on traitera le cas

général ultérieurement.

Cas ol ¢jo : Ty(A) x T¢y(A) = OE,(1) : Rappelons que dans le cas ot A est de type III

on a la décomposition suivante :

Te(A) :HTA :HTA@T/\-

YV Al

Pour tout entier n < 1 on obtient par réduction modulo A" "accouplement suivant :
dan + (TA/ATN) x (TA/A"TA) = Ox/A(1),
or Oy = AN ainsi

Al = To(A) /0" To(A) = [T(Ta /XNy @ (Ta /ATy
e

et donc
Drevn : TANIM] 5 TR [ACIR] = Oy /A1) = O, /07O (1).

Faisons une derniére remarque concernant le rang sur Z, de O,, en effet rg, Z((’))\) =

e(A)f(A) par conséquent :
OA/0"Ox = (/L) TV et (05/070\) ~ (20" Z)*M* NI

Adaptons a présent les méthodes développés dans les section 4.1 et 4.2 dans le cas ou
£ est ramifié et sous 'hypothése précédente. On rappelle que dans les section 4.1 et 4.2 le
sous-groupe H C A[("] était décomposé comme suit : H =[], Hx @ Hx ott Hy C TA[A"].
Dans notre cas on prendra

H)\ C Ty [)\e()\)n] .
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La propriété u reste encore vraie aprés modification de la définition de mq(Hy),
mi(H)y) = max{k € N,3In > 0,3P,Q € H) d’ordre Aen reoom (P, Q) soit d’ordre )\e(/\)k}.

Ainsi tous les calculs que 'on a fait dans les sections 4.1 et 4.2 restent vrais en rem-

placant partout

FO) & FVe(N),
YN =1E:Q ) f(Ne(N) =[E: Q]
Y YV

et en utilisant ’accouplement suivant :
Dretn = TAININ] x TANNI] 5 Oy /A (1) = O, /0" O\ (1). (A1)
Traitons & présent le cas général.

Cas ot ¢} : Ty(A) xTy(A) — OF,(1) :  Onrappelle que 'on a les diagrammes suivants :

il Il
I I

De plus on sait que Of, = Hklf O, et que E) est le complété de E pour la place A.
Ainsi comme Of est un idéal fractionnaire de E) on sait qu’il existe un entier m) tel
que

05 =, ™0y, (A.2)

ol 7 est une uniformisante.
Rappelons que notre but est d’obtenir un accouplement a valeur dans Og, pour pouvoir
utiliser les méthodes développées auparavant.
On pose
mo := pged{my, A|¢, ¢ ramifié dans Og},

ainsi EmOO*Ee C Og,.
En effet, grace a I'équation (A.2) et a la définition de mg on a pour tout A ramifié
I'inclusion
On, = [[Os =[]m ™0 c ™ [ Or =0,
A2 A2 Al
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Posons & présent

T} = £M0Ty(A), (A.3)
ainsi ¢} restreint a T} x T/ est a valeur dans Op,. A la place de considérer H C A[¢"]
on pose
H' ={™H C T,/{"T). (A.4)
Grace aux méthodes développées dans la section 4.1 on obtient l'inégalité suivante
uniformément en H
|H'| < [K(H'): KW < [K(H) : K'Y
et
[H| < |H'| +]A[¢™]].
Remarque. En effet, étant donné que ’ensemble des nombres premiers ¢ ramifié est fini, le

cardinal de A[¢"°] est borné.

On retrouve ainsi l'inégalité voulue pour tout H C A[(>]

|H| < [K(H) : K]'W,

A.0.4 Cas ou / divise le degré de la polarisation

On suppose dans cette section que le nombre premier £ est tel que 'algébre de quater-

nions se décompose et tel que | deg(¢$). On définit 'entier suivant :
mo := mkax{ﬁk| deg(¢)}. (A.5)

On rappelle que lorsque /| deg(¢) I’accouplement obtenu n’est pas non dégénéré modulo
™ pour tout entier n > 1.

Notre but est donc d’obtenir un accouplement (bilinéaire antisymétrique) non dégénéré
modulo £ pour tout entier n > 1. Pour cela on introduit les modifications suivantes. On
pose

T} := £ Ty(A)

(A.6)
H':=/("H C T,/"T, ¥n>1.

Dans le but d’obtenir un accouplement non dégénéré modulo ¢" on introduit le nouvel

accouplement défini comme suit :

Broo : Ty x T — Zy(1)
(ﬂf,y) = ¢€“($v¢(y))
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Grace aux méthodes développées dans la section 4.1 on obtient l'inégalité suivante

uniformément en H
|H'| < [K(H') : K'Y < [K(H) : K]

et
|H| < [H'| + [A[€™]].

Remarque. En effet, étant donné que I’ensemble des nombres premiers £ tels que 'algébre

de quaternions se décompose et tels que ¢| deg(¢) est fini, le cardinal de A[¢™°] est borné.

On retrouve ainsi 'inégalité voulu pour tout H C A[(>]

|H| < [K(H) : K]'W,

A.0.5 Cas ou / est tel que I’algébre de quaternions ne se décompose pas

On se place dans le cas ol le nombre premier ¢ est ramifié et tel que l'algébre de
quaternions D ne se décompose pas. Cependant on peut obtenir une décomposition aprés
tensorisation par une extension quadratique (voir proposition 3.1.1 ou | , Proposition
3.5]). On expliquera cela plus en détail. On rappelle que A est une variété abélienne simple
de type III dans la classification d’Albert.

Soit H C A[¢"] on sait que H se décompose de la fagon suivante :

H=]]Hx (A.8)
Al

Etant donné que Op, = [1,)0 Ox on a Ty(A) =], Tx ainsi

Ha C Th/0" T

Remarque. On rappelle que lorsque ¢ € S on a H) = H) & Hy. En effet, lorsque £ n’est
pas ramifi¢ on a Dy = End®(A) ® Q; ~ [], Matzx2(Ey).

Notre but a présent est d’obtenir une décomposition pour 7y lorsque ¢ € S, pour cela
on doit tensoriser par une extension quadratique de F, soit F' cette extension. En effet, on
sait que l'algébre de quaternions D est toujours déployée sur une extension quadratique de
E, voir diagramme A.1.

On obtient alors

Dy @ Fy = [ [ Mataxa(Fy). (A.9)
Al

Ainsi lorsque I'on se place dans cette extension F' on a le diagramme A.2
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D®F ~ Matyyo(F) D;®F,

F\:=FE\QpF
F £ T
2 E>\
E E, T
¢ Qx

Q Qe

FI1GURE A.1 — Extension quadratique F'

Te(A) Te,r(A)
T T
Og, OF,

T |
Zs Z,

FIGURE A.2 — Module de Tate

Sur cette extension on a la décomposition suivante :

T&F(A) = Tg(A) ®0E£ OFg = H,T)"F ou 7-)\,F = T)\7F (&) T)\7F. (AlO)
Al

Ainsi pour tout sous-espace H C A[("] on a

H=][Hr ouH\CTr/l"Thr (A.11)
YV

Le sous-espace H) se décompose de la facon suivante :
Hy = H) @FA ou H, CT)VF/gnT)\,F, (A.12)

et H)y est le conjugué de H.

Remarque. Etant donné que dans cette configuration on n’a plus deux copies de Hy on
doit effectuer les modifications suivantes afin d’obtenir notre invariant y(A). En effet au
lieu de calculer le cardinal de H) on calculera celui de H, et au lieu de déterminer le degré
de lextension K (H))/K on déterminera celui de K (H,)/K.

On conclut & présent les trois modifications énoncées au début de cet annexe. Voici
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un tableau qui récapitule toutes les modifications que doit subir le module de Tate et

I’accouplement A-adique afin de pouvoir déterminer I'invariant v(A).

Module de Tate

Valeur de my

¢ ramifié dans Og

T) := m0T(A)

mo = pged(my, All)
et O; = W;mAO,\

ol 7y est une uniformisante

(| deg(o)

TZ = émng(A)

mo = max{m, (™| deg(¢)}

¢ tels que l'algébre
des quaternions soit
non décomposée
(type 11, III)

T/)\(A) =WynN KmOT,\(A)

ot £MTy(A) C Wy @ Wy C Tr(A4)
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